I. megoldas. Mivel minden nem-negativ egész n-re f(n) eleme az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak, azért
mind az a), mind a b) esetben f csak nem-negativ egész értékeket vehet fel.

a) Tegyiik fel, hogy létezik ilyen f, és legyen f(0) = a. Ekkor a feltételt rendre a 0, a, 1, a+1, 2, a+2, ... szamokra
alkalmazva kapjuk, hogy

fla) = f(f(0)) =1, — f(1) = f(f(a)) =a+1,
v
fla+1)=f(f(f(1) =2 — f(2)=f(fla+1) =a+2,
v
N
fla+a—-1) zf(f(a—l)) =aq, —>f(a)=f(f(a+a—1)) =a+a.

Igy egyrészt f(a) = 1, méasrészt f(a) = a +a, ami lehetetlen, hiszen a nem-negativ egész. Igy az a) esetben a kérdéses
fiiggvény nem létezik.
b) Ilyen fiiggvény viszont van, példaul az a fiiggvény, amit a kévetkezSképpen definidlunk:

£(0) =
fFAm+1)) = (4m +3),
F(25(4m +3)) = 2" (dm + 1).

Mivel minden pozitiv egész egyértelmien irhat6 fol 2Fp alakban, ahol p paratlan, k pedig nem-negativ egész, azért
f-et valoban (egyértelmien) megadtuk. Ez az f teljesiti a b) feltételt:

Ha n=0, akkor f(f(0)) = f(0)=0=2-0,
Ha n = 2F(4m + 1) alaka, akkor f(f(n)) = f(2"(4m +3)) =281 (4m + 1) = = 2n.
Végiil ha n = 2%(4m + 3) alaka, akkor
F(f(n) = (25 (4m + 1)) = 257! (4m + 3) = 2n.
T6bb eset nincs, a feladatot megoldottuk.

II.megoldas. a b) feladatra. Meghatarozzuk az sszes, a feltételeket kielégits f fliggvényt. Elgszor is, f kiilonbozo
helyeken nem vehet fel azonos értékeket. Ugyanis ha f(a) = f(b), akkor

2a = f(f(a)) = f(f(b)) =2b

alapjan a = b.
Mésodszor, f(0) = 0. Valéban, ha f(0) = a, akkor f(a) = f(f(0)) =2-0=0, igy

a = £(0) = £(f(a) =20,

amibdl a = 0. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy f a pozitiv egész helyeken pozitiv egész értékeket vesz fol.
A 2n = f(f(n)) feltételt kétszer alkalmazva

(1) f@2n) = [(f(n)) =2f(n),

tehat elegendd f értékét a paratlan helyeken megadnunk, azokbol a paros helyeken felvett értékek (1) ismételt alkal-
mazasaval adédnak.

Legyen most p > 1 egy paratlan szam. Ha f(p) = ¢ pératlan, mondjuk azt, hogy a p pdrja q, s ekkor f(q) =
f(f(p)) = 2p. Ha pedig f(p) péros, mondjuk f(p) = 2q, akkor (1) szerint

2f(q) = f(29) = f(f(p)) = 2p,

azaz f(q) = p. Mivel (1) alapjan f paros helyeken paros értékeket vesz fel, és f(q) paratlan, azért ¢ is paratlan, és
g-nak a parja p. Igy minden paratlan szam valamelyik parnak vagy els6, vagy masodik tagja, s természetesen egyetlen
szam sem lehet egyszerre két parban.
Igy ha f teljesiti a b)-ben el6irt kovetelményt, akkor a pozitiv paratlan egészek feloszthatok olyan (po, qo); (p1, ¢1);
. parokba, hogy (mindjart (1)-et is felhasznélva)

f(0)=0,
(2) F@Fp) = 2Fqi;  f(2Fq;) = 28T,

(4, k nem-negativ egészek).



Forditva, akiarhogyan is osztjuk parokba a pozitiv paratlan egészeket, a (2) altal definialt f fliggvény teljesiti az
f(f(n)) = 2n Gsszefiiggést.

Ezzel leirtuk az 6sszes megfeleld fiiggvényt. Az el6z6 megoldasban megadott fiiggvény a pr, = 4k + 1, g = 4k + 3
parbaosztasbol adodik.

Megjegyzés. A feladatot nagyon sokan félreértették, ugyanis megfeledkeztek arrél, hogy f mindkét esetben csak
egész szamokon van értelmezve, és igy f(n)-nek is egésznek kell lennie. Ez zarja ki a kézenfekvs n 4+ 1/2, illetve v2n
megoldésokat.



