I. megoldas. Legyen a szdz szam a1 < as < ... < ajgo- Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy asg + agg
milyen elGjeld. Mivel

(1) aso + agy = as1 + agyg = ... = agy + agy = agg + agy,

(2) aso + agy < aso + a100 = as1 + Qoo = ... = ags + a100 < age + 0o,

ezért ha aso + agg > 0, akkor (1) és (2) alatt Gsszesen 100 darab nemnegativ Gsszeget soroltunk fel. Ezek kozott csak
aso + agg szerepel kétszer, vagyis talaltunk 99 olyan szampart, ahol a két tag O0sszege nem negativ.
Ha a5 + agg < 0, akkor
aso + agy = g9 + agg = ... = az + asz = az + asi,

miatt ennek a 49 szamparnak az Osszege negativ. Ez az Gsszeg viszont nem mas, mint S — (a1 + a19p), ahol S jeldli a
100 szam 0Osszegét. A feltétel szerint S = 0, igy ha asg + agg < 0, akkor a1 + a1990 > 0. Ugyanakkor

ai +aioo S az + a0 = ... = ags + a100 = agy + aioo,

tehat most is taldltunk 99 olyan szampart, amelyben a két tag 0sszege nem negativ.

II. megoldas. Ismeretes, hogy 2n csapat kormérkdzéses bajnoksagat (minden csapat minden csapattal pontosan
egyszer jatszik) 2n — 1 forduloban le lehet bonyolitani ugy, hogy minden forduléban minden csapat pontosan egy
mérk6zést jatszik.

A feladat allitasa ebbdl a tételbdl kovetkezik. Képzeljiik el ugyanis 100 csapatnak egy fenti, 99 fordulés bajnoksagat.
Ha egy fordul6ban az i-edik és a j-edik csapat jatszik egymassal, akkor tekintsiik az a; +a ¢ Osszeget. Egy forduléhoz 50
ilyen két tagu Osszeget rendeltiink, s minden két tagt Osszeg (ami egy mérkdzésnek felel meg) pontosan egy fordulohoz
tartozik. Az ugyanahhoz a fordulohoz rendelt két tagu Osszegek Osszege 0, hiszen ebben az ai, as,...,a100 alga
szamok mindegyike pontosan egyszer fordul els. Igy minden fordulé mellett valamelyik két tag 6sszeg nem negativ,
ami legalabb annyi nemnegativ két taga Gsszeget jelent, ahany fordulé van, azaz 99-et.

A felhasznéalt tétel bizonyitasa eljarast is ad a megfelel§ beosztéas elkészitésére. Legyen a > 1, és tekintsiink egy
szabalyos 2n — 1 oldalu sokszoget. Az egyik csapatot — C7 — feleltessiik meg a sokszog kozéppontjanak, a tobbit pedig
a sokszog csucsainak. Tekintsiik a C7C sugarat, és a sokszog csicsait 0sszekotd atlok és oldalak koziil azokat, amelyek
merGlegesek C;Cs-re (1. abra).
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A szakaszok a végpontjaikban allo csapatok kozti mérkszéseket tekintve éppen egy teljes fordulo parositasat adjak. Az
n szakaszbol 4llo alakzatot a sokszog kozéppontja koriil 27/(2n — 1) egész szamu tobbszoroseivel elforgatva Gsszesen
2n — 1 forduléhoz jutunk. Minden forduléban a korabbiaktol kiilonbozs mérkszéseket kapunk, és az Gsszes lehetséges
meérkdzést megkapjuk, hiszen a sokszog valamennyi 4tloja, illetve oldala pontosan egy ilyen alakzatban szerepel.

Megjegyzések. 1. A két megoldas mindegyike szerint elég foltenni, hogy a 2n darab szam Gsszege nem-negativ, mar
ebbdl is kovetkezik, hogy a koziiliik kivalasztando szamparok kozott legalabb (2n—1)-ben a tagok Gsszege nem negativ.
Ennél tobb nem-negativ part mar nem feltétleniil taldlunk, mert ha a szamok egy kivételével negativok, akkor csak az
a 2n — 1 Osszeg nem lesz nem negativ, amelyek egyik tagja az egyetlen pozitiv elem.

Folvethets, hogy 2n + 1 szam esetén taldlhaté-e mindig 2n olyan par, amelyben a tagok Osszege nem negativ, ha a
2n+1 darab szam Osszege > 0. A vélasz: igen, ha n > 3. Ugyanis ha a 2n + 1 szam kozo6tt van olyan a; < 0 és a;, hogy



a; +a; > 0, akkor a szamok koziil a;-t elhagyva 2n szdmunk marad, melyek Gsszege pozitiv. A fenti allitas értelmében
kivalaszthato koziilik 2n — 1 ,nemnegativ par”, ami az (a;, a;) parral egyiitt éppen 2n.
Ha pedig minden olyan két tagu Osszeg negativ, amelyben a tagok ellenkezé elGjeltek, akkor mivel a szdmok Gsszege

n+1 (n+1)-n .
5 =—a olyan par van, amelyben

>0, a 2n + 1 szam kozott legalabb n + 1 pozitiv van. Ekkor legalabb (
a tagok Osszege nem negativ, s ez legalabb 2n, ha > 3.

Az allitds n = 2 és n = 1 esetén nem is igaz: n = 2-re példaul a (—3; —3; 2; 2; 2) szam 6t0sbol csak 3, n = 1-re
pedig a (—2; 1; 1) szam harmasbol csak egy olyan par valaszthato ki, amelyben a tagok Gsszege nem negativ.

2. A vizsgélt kérdés altalanosabb formaban ugy vethetd {61, hogy ha n darab szdm 0sszege > 0 és 0 < k < n, akkor
mit mondhatunk azoknak az n szam koziil kivalaszthatd k-asoknak a szadmardl, amelyekben a szamok Osszege nem

negativ?
-1
Ha a szamok egy kivételével negativak, akkor éppen (Z 1) ilyen k-as van — ez azoknak a k-asoknak a szama,

amelyekben szerepel az egyetlen pozitiv elem. Varhato, hogy ez nem mindig érhet6 el, azonban a kérdés nem latszik
konnytinek.

-1
Ha k osztdja, n-nek — ez a k = 2 esetben azt jelenti, hogy paros sok szdmunk van —, akkor van legalabb <Z 1)

olyan k-as, amelyben a tagok Gsszege nem negativ. Ez a masodik megoldasban felhasznalt tétel alkalmas altalanositéa-
sabol kovetkezik, ugyanigy, mint a megoldasban. A széban forgé altalanositas a kdvetkez6képpen hangzik:

-1
Ha k osztdja n-nek, akkor megadhato n régzitett elem (Z 1> szami felbontdsa gy, hogy minden felbontds n/k
darab kézos elem nélkili k-elemid részhalmazbol dall, tovabbd az n elem mindegyik k elemi részhalmaza pontosan egy
felbontasban szerepel.

A problémét, hogy ilyen felbontés létezik-e, még a mult szazad kdzepén vetették fel, és csak az 1970-es évek elején
oldotta meg a fiatalon elhunyt Baranyai Zsolt.



