Az M halmazban legfeljebb harom szam adhat ugyanolyan maradékot, m-mel osztva. Ugyanis m mindkét adott
esetben primszam, igy m-nél kevesebb, m-mel osztva ugyanazt a maradékot adé szam Osszege nem oszthaté m-mel.

Ha m = 5, akkor a széba jové maradékok szama négy, tehat M legfeljebb 4 - 3 = 12 szambdl &llhat. Megmutatjuk,
hogy az M = {1, 2, 3,4, 6,7,8,9, 11, 12, 13, 14} tizenkét elemd halmazra teljesiilnek a feltételek, ami azt jelenti,
hogy az a) esetben a keresett szam 12.

Legyenek a, b, ¢ és d az M halmaz elemei. Mivel M-ben minden nem 0 maradék pontosan haromszor fordul elg, e
négy szam kozott van ketté — mondjuk b és ¢ —, amelyek kiilonb6z6 maradékot adnak, 5-tel osztva. Tekintsiik az alabbi
Ot szamot:

a; a+b;, a+c a+b4+c a+b+c+d.

Ha van koztiik 5-tel oszthato, akkor készen vagyunk. Ha nincs, akkor viszont van koztiik ketts olyan, amelyek ugyanazt
a maradékot adjak, 5-tel osztva. E kett6 nem lehet az a + b és az a + ¢, mert feltevésiink szerint b és ¢ kiilonb6z6
maradékot adnak, 5-tel osztva. Igy viszont az 5-tel oszthaté kiilonbség a, b, ¢ és d koziil kettének vagy haromnak az
0sszege.

Ha m = 7, akkor a lehetséges nem 0 maradékok szama 6, igy a fenti gondolatmenet szerint azt kapjuk, hogy M -nek
legfeljebb 6 - 3 = 18 eleme lehet. Ez azonban most nem érhetd el, a keresett érték 8. ElGszor egy megfelels 8 elemii
halmazt adunk meg, ez M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 13}. Allitjuk, hogy erre teljesiilnek a feltételek. Csoportositsuk ugyanis
parosaval M elemeit: (1, 6), (2, 5), (3, 4), (8, 13). Ha a négy kivalasztott M-beli szam kozott egy par mindkét tagja
szerepel, akkor készen vagyunk. Azt az esetet kell még megvizsgalnunk, amikor a kivalasztott négy szam mindegyike
més parbdl valé. Az alabbi tablazat mutatja, hogy ekkor is mindig taldlunk 7-tel oszthato Gsszeget:

7-tel oszt-

(1,6) | (8,13) (2,5) (3, 4) hat6 Osszeg

1 13 barmelyik | barmelyik | 1+ 13

1 8 5 barmelyik | 1+8+5

1 8 2 3 1+84+2+3

1 8 2 4 1+2+4

6 8 barmelyik | barmelyik | 6 4+ 8

6 13 2 barmelyik | 6 + 13 42

6 13 5 4 6+13+5+4

6 13 5 3 6+5+3

Masodszor azt allitjuk, hogy az M-nek nem lehet nyolcnal tobb eleme. Ha ugyanis az M halmaznak legalabb kilenc
eleme van, akkor mivel legfeljebb hatféle maradék fordulhat eld, s mindegyik legfeljebb haromszor, az M elemei k6z6tt
van olyan aj és aq, amelyek ugyanazt az a, és van olyan b, és bs, amelyek ugyanazt az a-to6l kiilonb6z6 b maradékot
adjék 7-tel osztva (1 < a, b £ 6).

Az (ai, az, b1, b2) szamnégyesre csak gy teljesiilhet a feltétel, ha az a + b, 2a + b, 2b + a Gsszegek valamelyike,
vagyis a szorzatuk oszthatd 7-tel. Mivel e hdrom szam szorzata

(a+b)(2a +b)(2b + a) = 2(a® + b3) + 7(a®b + b?a),

ezért a® + b® oszthato 7-tel. Egy 7-tel nem oszthat6 szam kobe 1 vagy 6 maradékot ad 7-tel osztva, igy innen azt
kapjuk, hogy a3 és b3 koziil az egyik 1, a masik pedig 6 maradékot ad, 7-tel osztva.

Ha az M halmaznak legalabb kilenc eleme van, akkor mindenképpen van olyan c; és cp, amelyek 7-tel osztva
ugyanazt az a-tol és b-t6l kiilonbodz6 ¢ maradékot adjak. Ha ugyanis az a és b maradékok egyike sem szerepel ketténél
tobbszor, akkor a tébbi 0t szam legfeljebb négy kiillonb6zé maradékot adhat. Ha pedig, mondjuk, az a haromszor is
szerepel, akkor a tovabbi hat szam koziil az egyiket d-vel jelolve az a + d, 2a + d, 3a + d valamelyike sziikségképpen
oszthatd 7-tel, vagyis a hat szam legfeljebb haromféle maradékot adhat, s igy van két a-t6l kiilonb6z6 maradék is, ami
legalabb kétszer fordul els.

Ha viszont az a, b és ¢ maradékok mindegyike legalabb kétszer szerepel, akkor a® + b® mellett a® + ¢® és b® + ¢3
is oszthato 7-tel. Ez viszont méar nem lehet, hiszen ekkor a®, b® és ¢ koziil barmely kettére fenn kellene allnia annak,
hogy egyikiik 1, masikuk pedig 6 maradékot ad 7-tel osztva. M-nek ezért nem lehet nyolcnal tobb eleme.

Tehat a feladat feltételeit teljesit¢ maximalis elemszama M halmaznak az a) esetben 12, a b) esetben pedig 8 eleme
van.



