I. megoldas. Jelolje (a + 1) egy keresett Osszeg elsd tagjat, a tagok szama pedig legyen b. Ekkor

b(b+1)
2

1000=(a+1)+(a+2)+...+(a+b)=b-a+

ahonnan 2-vel val6 szorzas utan
(1) 2000 = b(2a + b + 1) adodik

Vegyiik észre, hogy (1) jobb oldalan a tényezdk Gsszege (2a + 2b + 1) paratlan, igy a két tényezd kozil az egyik
péros, a masik pedig paratlan. Mivel b pozitiv, a masik tényezé is pozitiv, a 2000 pozitiv, paratlan osztéi az 1, az 5,
a 25 és a 125, ennek megfelelGen b, illetve 2a 4+ b + 1 értékére négy-négy lehetség adodik. A nyolc egyenletrendszert
rendre megoldva

I b =1 Innen a = 999, vagyis az 1 tagbol all6 1000=1000 megoldast kapjuk.
2a + b+ 1= 2000
I o =5 Innen a = 197, vagyis az 5 tagbol allo6 1000=198+1994-200+-201+202 megoldast kapjuk.
2a+b+1 =400
(I1I) o =25 Innen a = 27, vagyis a 25 tagbol all6 1000=28+29+...+51+52 megoldast kapjuk.
2a+b+1=280
(IvV) b =125 Innen a = —55, vagyis a 125 tagbol allo 1000=(-54)+(-53)+. . . +69+70 megoldast kapjuk.
20 +b+1=16
(V) 2a+b+1=1 Innen a = —1000, vagyis a 2000 tagbol 4116 1000=(-999)+(-998)+. .. 999+1000 megoldast kapjuk.
b = 2000
(VI) 2a+b+1=5 Innen a = —198, vagyis a 400 tagbol all6 1000=(-197)+(-196)+. . . +201+202 megoldast kapjuk.
b =400
(VII) 2a+b+1=25  Innen a = —28, vagyis a 80 taghol all6 1000=(-27)+(-26)+. .. +51+52 megoldast kapjuk.
b=280
(VIII) 2a+b+4+1=125 Innen a = 54, vagyis a 16 taghol all6 1000=55-+56+. .. +70 megoldast kapjuk.
b=16

A kapott megoldasok kiilonbozsk, az ezer tehat nyolc-vagy hétféleképpen (irhatéd 6l szomszédos egész szamok
Osszegeként aszerint, hogy az I. esetben kapott egyetlen taghol &ll6 1000 = 1000 felbontést megoldasnak tekintjiik-e
vagy sem.

II. megoldas. Ha a > 0 és
(a+1)+(a+2)+...4 (a+b) = 1000,

akkor
(—a)+ (—a+1)+...4a+(a+1)+...4+ (a+b) = 1000

is teljesiil. A két felbontasban 6sszesen 2a 4 2b+ 1, azaz péaratlan darab szam szerepel, vagyis az egyik Gsszegnek paros
sok, a méasiknak pedig péaratlan sok tagja van. Eszerint elegend6 megtaladlnunk azoknak a felbontasoknak a szamaét,
amelyek paratlan sok taghol allnak, az Osszes felbontésok szama ennek kétszerese lesz. (Vagy eggyel kevesebb, ha az
egyetlen tagbol allo felbontast nem vessziik figyelembe.)

Alljon tehat egy felbontas 2k + 1 darab szambol. Ekkor a szamok koziil a kézépss — (k + 1)-edik — el6tt allo szamok
rendre 1-gyel, 2-vel, ..., k-val kisebbek, a kozéps6 utan allok pedig 1-gyel, 2-vel, ..., k-val nagyobbak, mint a kozépsé
helyen 4ll6 szam, vagyis az Osszeg éppen a kozépss helyen allo szam 2k + 1-szerese. Ez azt jelenti, hogy a (2k + 1)
osztoja az 1000-nek.

Megforditva, ha (2k + 1) az 1000 egy paratlan osztdja, azaz 1000 = (2k + 1)m akkor az 1000 =m +m+ ...+ m
felirasban a kozépsé elétt &llo tagokat rendre 1-gyel, 2-vel, ..., k-val csokkentve, a kozéps6 utaniakat pedig 1-gyel,
2-vel, ..., k-val novelve az Gsszeg nem valtozik, masrészt a jobb oldalon igy szomszédos egész szdmok Osszege all.

Mivel pedig kiilonb6z6 felbontasokban a tagok szdma nem lehet egyenls, az egyes paratlan tagu felbontasoknak
a benne szerepl§ tagok szamat megfeleltetve, a fentiek szerint kolesdnosen egyértelmd megfeleltetést létesitettiink
az 1000 paratlan tagu felbontasai és az 1000 paratlan osztoi kozott. Az 1000-nek 4 paratlan osztoja van, vagyis az
1000 négyféleképpen bonthaté f6l paratlan darab szomszédos egész szam Osszegére. Ennek megfelel6en nyolc- vagy
hétféleképpen all el6 szomszédos egész Gsszegeként.

Megjegyzések. 1. Az els6 megoldéasban sem kell feltétleniil 8 darab egyenletrendszert megoldanunk, annél is inkabb,
mert a kérdés csupan a megoldasok szama. Az (1) egyenlet felirdsanak lépései ugyanis megfordithatok, igy kétszer
annyi — mégpedig kiilonb6z6 — megoldast kapunk, ahanyféleképpen a 2000 felbonthato egy paratlan és egy paros szam
szorzatara. Az egyik tényezs ugyanis a felbontasban szerepls tagok szama, a masik pedig az els6 és utolso tag Gsszege.
2000 pedig annyiféleképpen bonthatd egy paratlan és egy paros szam szorzatira, ahany paratlan osztoja van, hisz
paros. A 2000-nek pedig ugyanannyi paratlan osztoja van, mint az 1000-nek.

2. Ha az egyetlen tagbdl all6 felbontasokat kizarjuk, akkor a fenti gondolatmenetek barmelyikével azt kapjuk, hogy
ha egy szamnak k darab paratlan osztoja van, akkor (2k — 1)-féleképpen irhaté 6l szomszédos egészek Gsszegeként. (Ha
egy szam primtényezds felbontasa 2%-py 71 -po?2 ... p,, P akkor paratlan osztoinak a szama k = (81 +1)(Ba+1) ... (Bn+1).



3. Ha csak pozitiv tagokat engediink meg a felbontasban, akkor felhasznalva, hogy a mésodik megoldasban nem-
csak a benniik szerepls tagok szamanak paritdsa szerint osztottuk két egyenls szamu csoportra a felbontasokat, hanem
aszerint is, hogy az egyes Osszegekben az els6 tag pozitiv-e vagy sem, adddik, hogy egy szdm pontosan eggyel keve-
sebbféleképpen irhato fel szomszédos pozitiv egészek Gsszegeként, mint ahdny paratlan osztdja van. Specidlisan, ha egy
szamnak csak egy paratlan osztéja van, akkor nem is irhato ol ilyen modon. Mivel az 1 minden egésznek osztoja, azok-
rol a szamokrol van szo, amelyeknek az 1-en kiviil nincs més paratlan osztojuk. Ezek pedig éppen a 2 hatvanyai. Azt
is megtudtuk tehat, hogy a 2 hatvanyai — és csak ezek — nem irhatok ol szomszédos pozitiv egész szdmok Osszegeként.



