Legyen ABC a keresett haromszog, és jeloljiilk P-nek az egyes csicsoktol mért tavolsagat a megfelels kisbettivel.
Az ABC haromszog a P koriil szabadon forgathato, és tetszéleges, a P-n atmend tengelyre tiikkrozhets, hiszen ezek
a transzforméaciok az ABC haromszog szabalyossagat és a csicsok P-t6l mért tavolsagait valtozatlanul hagyjék. Va-
lasszuk az ABC haromszog koriiljarasat pozitivnak és forgassuk el 60°-kal a haromszoget és benne a P pontot A koriil.
Ez a forgatas B-t C-be viszi, C és P 1j helyzetét jeloljik D-vel, illetve Q-val. A forgatas miatt CQ = BP, és az APQ
haromszog szabalyos. Tehat a C'PQ haromszog oldalai rendre egyenlGek az adott szakaszokkal:
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CP = ¢, CQ = b, PQ = a. Mivel olyan haromszoget keresiink, amelyikben P bels6 pont, az a, b, ¢ oldalakkal
megszerkesztett haromszog csak akkor ad megoldést, ha a szogei kisebbek 120°-nal, hiszen a PCQ szbg benne van
a 120°-0s BCD szoghen, a QPC, PQC szogeket pedig ugy kapjuk a 180°-nal kisebb APC, AQC szdgekbdl, hogy
elvessziik beldle a 60°-0s APQ, AQP szogeket.

A szerkesztés menete tehat a kovetkezs. Szabadon megvélaszthatjuk a P-t6l ¢ tavolsagra levé C' pontot és a PC
szakasz valamelyik oldalan megszerkesztjiik a P kdzépponta a sugara és C' kdzépponti, b sugara korck ¢ metszéspont-
jat. A keresett haromszog csak akkor létezik, ha a PQC haromszog létrejon, és szogei 120°-nal kisebbek. Ha ez igy
van, a PQ) szakasz C-vel atellenes oldaldra rajzolt PQA szabélyos haromszog harmadik csicsa a keresett haromszog
kovetkezs cstcsa, és B-t az az A koriili 60°-os forgatas adja C-bdl, amelyik Q-t P-be viszi. A forgatds miatt ABC
valoban szabalyos haromszog. Mivel a PQC haromszog szogei 120°-nal kisebbek, A a PCQ szogtartomanyban van,

az AC és PQ szakaszok metszik egymast. Igy a Q-t P-be vivs forgatas C-t tulforgatja az AP iranyon, P benne lesz
a BAC szogtartomanyban. Az APC, APB = AQC sz6gek kisebbek 180°-nél, és az Osszegiik

APC <+ APB<a=APQ<+ QPC<+ AQP <+ PQC« =
=120° + 180° — PCQ <«

miatt nagyobb 180°-nél, hiszen a PCQ szog kisebb 120°-nal. Tehat a PBC szog kisebb 180°-nal, P valoban belss pontja
az ABC haromszognek. A csucsoktol mért tavolsaga pedig rendre egyenld, az adott szakaszokkal, hiszen PA = PQ,
PB = CQ a szerkesztés miatt.

Megjegyzések. 1. A cosinus tétel alapjan lathato, hogy ha az adott a, b, ¢ szakaszok koziil mondjuk a ¢ a legnagyobb,
akkor a szerkeszthetdség feltétele
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2. Megoldhatjuk tgy is a feladatot, hogy felvesziink egy a keresett ABC haromszoghtz hasonlo tetszéleges szabélyos
A'B'C’ haromszoget, és benne a P-hez hasonl helyzeti P’ pontot keressiik az

AP :B'P =a:b, B'P:C'P =b:c

aranyoknak megfelels Apolloniusz—korok metszéseként. Aztan alkalmas hasonlésiggal az egészet atépitjilkk a P pont
koreé.

3. Ha nem kotjiik ki azt, hogy P az ABC héaromszog belsé pontja legyen, az eredeti szerkesztés sordn A helyett a
PQ-ra vonatkozo tiikorképét is vehetjiik. Ebben az esetben csak az a szerkeszthetGség feltétele, hogy az adott a, b, ¢
szakaszokkal haromszog legyen szerkeszthetd, és altaldban két, kiilonb6z6 méretid ABC haromszdget kapunk.



