I. megoldas. Ha a, b és ¢ mindegyike 0, akkor az az® + bz + ¢ = 0 egyenletnek minden valos szam gyoke, igy az
allitas ekkor teljesiil. Foltehets tehat, hogy a harom széam koziil legalabb ketts kiilonbozik 0-tol. (Pontosan két 0 a
feltétel szerint nem lehet.)

Ha a = 0, akkor a feltétel szerint most 0 # b = —2c, igy egyenletiink
c(—2x+1) =0 alaku.

1
Ennek az — gydke, tehat az allitds az a = 0 esetben is teljesiil.

Ha a # 0, akkor az egyenlet méasodfoku.
A feltétel szerint 2a = —3(b + 2¢), tehat az egyenlet diszkriminansa

D =b* — 4ac = b* + 6¢(b + 2¢) = (b + 3¢)* + 3¢?

ami pozitiv, hisz b és c egyszerre nem 0.

Egyenletiinknek tehat két kiilonbozs valos gydke van. Ezeket x1-gyel és xs-vel jelolve a gyokok és egyiitthatok
ismert Osszefiiggése szerint

1+ 29 = —

T1T2 =

@In@l@

Most a # 0, igy a feltétel mindkét oldalat a-val osztva
b c
0: 2+3a—|—65 = 2—|—3(—I1 —$2)+6I1I2

adodik. Innen rendezés utan kapjuk, hogy
3,’E1 —2= 31‘2(2!E1 — 1)

Masrészt, ha 1 = %, akkor a feladat allitdsa nyilvan teljesiil.
35[:1 -2
32z, — 1)
Lathato, hogy 2 pontosan akkor nem esik az adott intervallumba, azaz xo ¢ (0, 1) pontosan akkor teljesiil, ha
x2(x2 — 1) > 0. Ez az x;-re azt jelenti, hogy

1
Ha x, # > akkor o =

3$1 -2 1-— 3$1
. > 0,
32x1 —1) 32z —1) =

ami pontosan akkor teljesiil, ha (3z1 — 2)(1 — 3x1) > 0, azaz 3= <z < 3

1 2
Azt kaptuk tehat, hogy ha xs nem esik 0 és 1 kozé, akkor x1 az 3 és 3 kozott van, tehat az allitds most is igaz.

I1. megoldas. Jeloljiik az az? + bx + ¢ polinomot p(x)-szel. Ekkor

p(0)=¢, p (%) =

a b
1-1-5—1— p(l)=a+b+ec.
Konnyen ellenérizhets, hogy 2a 4 3b + 6¢ = ( )

1 1
5) + p(1) = 0. Ez azt jelenti, hogy vagy p(0), p <§> és p(1) mindegyike 0, vagy

pedig e harom szadm ko6z6tt van pozitiv is és negativ is.

A feltétel szerint igy p(0) + 4p <

1 1
Az els6 esetben p <§> = 0, tehat p(z)-nek gyoke az 7

A maésodik esetben a helyettesitési értékek kozott vannak ellenkezs elGjeltek, van tehat olyan ¢1, és to, melyekre
0 <t; <ty <1,n1gy hogy p(t1) és p(t2) ellenkezs elGjeliek. Ismeretes, hogy elsé- vagy méasodfoki p(z) polinom esetén
ebbdl kovetkezik, hogy van olyan xg, melyre 1 < z¢ < ta és p(xg) = 0. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

a b
Megjegyzés. Az ax® + bx + c fiiggvény 0 és 1 kozotti integralja a 3 + 3 +c.

A feltevés szerint ez 0-val egyenld.
Ebbdl is lathato, hogy van a fliggvénynek 0 és 1 kozti gyoke.



