Legyen ABC' tetszlleges haromszog, és legyen @) az AB szakasz tetszoleges belsé pontja. Emeljiink Q-ban AB-re
merdlegest, és jeloljiik ennek az AB egyenes C-vel ellentétes oldalara esé darabjat g-val. Ha P a g félegyenes tetszéleges,
Q-t0l kiilonbo6z6 pontja, és R az AB egyenes C-t tartalmazé oldalan vagy az AB-n levs, Q-t6l kiilénb6z6 pont, akkor
a QR szakasz vagy P(Q meghosszabbitasan van, vagy PQ-val legalabb 90°-os szoget zar be. Mindkét esetben igaz,
hogy PQ < PR, vagyis P-hez az AB egyenes altal hatarolt, P-t nem tartalmaz6 félsikon (amelyhez most az AB
egyenest is hozzavessziik) Q) van a legkozelebb. Igaz ez az ABC belsejében és hataran levd pontokra is, hiszen azok
a mondott félsikban vannak. Azt mondjuk ezért, hogy P-nek az ABC haromszogtol mért tavolsaga a PQ szakasz
hosszaval egyenld.
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Mondjuk azt tovabba a ¢ félegyenes pontjaira, hogy @ felett vannak. Ha @Q bejarja az AB szakaszt, a felette levs
pontok egy savot jarnak be, amelyet az AB-re A-ban, illetve B-ben emelt mer6legesek hatarolnak. Jeloljiik ezt a savot
Sap-vel, az S ap-ben levS pontokhoz tehat ABC pontjai kézil az AB szakaszon levé vetiiletiik van legkozelebb (a savot
hatarol6 egyeneseket nem szamitjuk a savhoz). Jeloljikk Spc-vel, illetve Sga-val a BC' és C A szakaszokbol hasonléan
szarmaztatott sdvokat. Ezek pontjaihoz tehdt ABC pontjai koziil a BC, illetve C' A szakaszok valamely belsé pontja
van legkozelebb. Mivel ez a harom tulajdonsag paronként kizarja egymast, Sap Spc Sca péronként diszjunktak.
Kovetkezik ez abbol is, hogy a savokat hatarol6 egyenesek kozti 90°-os szogek koziil még ketts egyiitt sem tudja lefedni
a haromszog 180°-nal nagyobb kiegészits szogeit. Jeloljiik ezeknek a szOgtartomanyoknak a le nem fedett részeit rendre
Ta-val, Tp-vel és To-vel, példaul T a B-ben AB-re, illetve BC-re emelt merdlegesek kozti szogtartomany. (Ezekhez
hozzaszamitjuk a hataregyeneseiket, azok kozos pontja nélkiil.)

Ha U a Tp tartomany tetszéleges pontja, és V az ABC haromszog tetszbleges belss vagy hatéron levs pontja (de
V nem azonos B-vel), akkor a BU, BV szakaszok kozti szog legalabb 90°, hiszen vagy az ABU vagy a CBU szoget
tartalmazza. Emiatt BU < VU, tehat Tp pontjaihoz ABC pontjai koziil B van legkdzelebb. Hasonldéan lathato, hogy
ABC pontjai kozil Ty, To pontjaihoz A, illetve C' van legkozelebb.

Mivel a kapott hat tartoméany lefedi a stk ABC haromszoghoz nem tartozo részét, az elmondottak alapjan tetszo-
leges pontjukhoz meg tudjuk hatérozni az ABC pontjai koziil hozza legkozelebb levs pontot. Legyen DEF' tetszsleges
haromszog, amelynek nincs ABC-vel kézos pontja, és hatarozzuk meg egyrészt az ABC haromszog pontjai koziil a D,
E, F pontokhoz legkozelebb levs pontokat, masrészt a DEF haromszog pontjai kozil az A, B, C pontokhoz legko-
zelebb levs pontokat. Jeldljiik ezeket rendre Dy-lal, Eyp-lal, Fy-lal, illetve Ag-lal, Bg-lal, Cy-lal. Vélasszuk ki az AAy,
BBy, CCy DDy, EEy, FFy szakaszok kozil a legkisebbet, vagy azok egyikét. Legyen ez, mondjuk, DDy. Két esetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy Dy cstcsa-e az ABC haromszognek vagy sem.
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Ha Dy nem csucs, hanem, mondjuk, az AB szakasz belsé pontja, akkor AB a keresett egyenes. Ha ugyanis F
vagy F az AB egyenes D-t nem tartalmazoé felén vagy magan az AB egyenesen volna, a DFE, illetve DF' szakasz az
AB egyenest csak az AB szakaszon kiviil metszhetné. Ha ez a D1 metszéspont, mondjuk, az AB egyenesnek A-n tuli
oldalan van, akkor A-nak a mondott szakasztol mért tavolsdga kisebb D Dg-nal. Az AD Dy haromszog ugyanis benne
van a DoDD; haromszogben, tehat kisebb a teriilete, és igy kisebb a DD; ko6zos alaphoz tartoz6 magassaga is. Vagyis
ha Dg-nak a DD; egyenesen levé vetiilete Ds, akkor AAg < DgD2, és DyDo nyilvan kisebb DgD-nél.

Ha Dg cstcs, legyen, mondjuk, a B. Ekkor B-hez csak D lehet legkozelebb, mivel BBy = BD. Emeljiink B-ben és
D-ben merd6legest BD-re, ezek biztosan elvalasztjak az ABC és DEF haromszogeket.
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Igy ha a BD szakaszt B és D koriil pozitiv és negativ iranyban addig forgatjuk, amig bele nem iitkozik az ABC,
illetve DEF héaromszogekbe, mindig legalabb 90°-ot kell forgatnunk. Vegyiik a négy forgatés legkisebbikét (vagy azok
egyikét). Tartozzon ez, mondjuk, a BA félegyeneshez. Ekkor, ha ugyanezt a forgatast D koriil megismételjiik, kozben
még nem érjiik el a DEF haromszoget, tehat az AB egyenes elvalasztja a két haromszog bels6 pontjait.



