I. megoldas. A feltétel szerint ac 4+ bd = 2ab, ahonnan rendezés utan
ac —ab=ab—bd

adodik. Szorzatta alakitva
a(c —b) =bla — d).

Két egyenld szam szorzata nem lehet negativ, tehat
0<ablc—b)(a—d)=ac+bd—ab—cd=1-cd,

ahonnan cd < 1, amivel az allitast igazoltuk.
A fentiekbdl az is kiolvashato, hogy az adott feltételek mellett cd értéke csak akkor 1, ha ¢ = b vagy a = d.
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II. megoldas. Az els6 feltételbsl adodd b = — Osszefliggést a masodik egyenl@ségbe helyettesitve, majd a-val
a

szorozva kapjuk, hogy

ca® +d = 2a, tehat a
cx’? —2x+d=0

egyenletnek az a megoldasa (mivel ab =1, a # 0, igy oszthattunk vele).

Ha ¢ = 0, akkor a bizonyitandé allitas nyilvan igaz. Ha ¢ # 0, akkor a fenti egyenlet mésodfokd, igy abbol, hogy
léetezik megoldasa, kovetkezik, hogy a diszkriminansa nem negativ, tehat 4 — 4ed > 0, ahonnan 4-gyel valo osztés és
rendezés utan a bizonyitandé allitas kovetkezik.

III. megoldas. Mivel ab pozitiv, a és b egyez6 elGjeliek. Ha c és d elGjele kiilonbozik vagy valamelyikiik 0, akkor
cd negativ vagy 0, tehat kisebb 1-nél. Emiatt a tovabbiakban feltehetjiik, hogy c és d el6jele megegyezik. Az is kbnnyen
lathatd, hogy ¢, d kozos elGjelének meg kell egyeznie a és b elGjelével, mivel ellenkezs esetben ac és bd negativ vagy 0
lenne, pedig ac + bd = 2.

Tehat a, b, ¢, d el6jele megegyezik. Igy ac, bd, cd, ab szorzatok mind pozitivak. Ekkor ac és bd mértani kdzepe nem
lehet nagyobb a szadmtani kozepénél, tehat

Vabed < ac+bd =1,
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innen ab = 1 miatt Ved <1 és cd > 0 miatt ed < 1 adodik.
EgyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha
1 1
ac=>bd =1, azaz a=-=—-=d.
b ¢
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