I. megoldas. Jeloljiik a haromszog oldalait, szogeit a szokdsos modon, a koriilirt korének sugarat r-rel. Tudjuk,
hogy az oldalak kifejezhetSk a sugar segitségével:

a = 2rsin q, b=2r-sing, c = 2rsin-y.
Innen
(1) a® + b + ¢ = 4(sin® a + sin’ B + sin? ), mivel r=1.
Ezt a kifejezést kell vizsgélnunk. Felhasznélva a haromszogben fennallo kovetkezs Osszefiiggéseket
a+ B+~ =180°, siny = sin(a + 8).

Tovabba hogy

2 2

sin(a + ) = sina cos 8 4 cos asin és sina = 1 — cos® a,

alakitsuk (1)-et szorzatta

a2+b2+0224(1—cos2a+1—cos2ﬁ+(sin(a+ﬁ))2> =
=4(2 - cos? a — cos? B + sin? a cos? 8 + cos? asin? B + 2 sin a cos 3 cos arsin B) =
:4[2—cos2a(1 —sin? B) — cos® B (1 —sin2a+ZSino¢cos[3coso¢sinﬁ} =
:4[2—2cos2ac032[3—I—ZSinozcosﬁcosasinﬂ] =
:8[1—l—cosoacosﬁ(sinozsinﬁ—cosacosﬁ)}.

Ko6nnyt belatni, hogy a kerek zarojelben allo kifejezés nem mas, mint a cos(a+ ) (—1)-szerese, de a+ 8 = 180° —~
miatt [ — cos(a + )] = cosy. Azaz

a® +b% + ¢* = 8(1 + cos a cos 3 cos ).

Ha a haromszog hegyesszogi, akkor mindharom szégének cosinusa pozitiv, tehat az a® + b? + ¢ > 8 teljesiil.

Ha a haromszog derékszogt, akkor valamelyik tényezs 0, s igy valéban a®+ +b? + ¢* = 8.

Es végiil, tompaszogt haromszog esetén csak egy cosinus lehet negativ (a haromszogben csak egy tompaszog lehet),
s emiatt a szorzat negativ, azaz a négyzetosszeg kisebb 8-nél.

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy a < b < ¢, és jeloljik az a-val, b-vel, c-vel szemkozti csicsokat A-val, B-vel, C-vel,
A-nak BC felez6pontjara vonatkozo tiikorképét D-vel.




Az ABCD paralelogrammaban
2(b% + %) = a® + 45,

ahol s az ABC haromszog A-hoz tartozo sulyvonalanak a hosszat jeloli. Adjunk mindkét oldalhoz 2a-et, kapjuk, hogy
2(a® + b* + %) = 3a® + 452

Ha tehat a haromszog koré irhato koron a B, C' csticsok rogzitettek, és A mozog, akkor a bal oldal értéke s monoton
fiiggvénye. Igy ha hegyesszogi haromszogben A-t a B-vel atellenes A* helyzetbe toljuk, akkor az (a® + b* + ¢?) az
1j helyzetben kisebb lesz, mint a régiben. Ha viszont C-nél tompaszog volt (az a < b < ¢ feltétel miatt csak ott
lehetett), akkor az 4j helyzetben nagyobb lesz a négyzetosszeg, mint a régiben. Az pedig, hogy ha A azonos A*-gal,
a® +b? + ¢ = 2BA*? = 8, Pitagorasz tételébdl lathato.



