I. megoldas. Ha a 0 a szamok kozott van, elég mellé két egyenls abszolut értéki szamot taldlni. Mivel a tobbi
szam abszolut értéke csak 99-féle lehet, és 100 nullatol kiilonb6z6 szam van, a skatulya elv szerint ilyen n szampart
valoban talalhatunk. Igy a tovabbiakban feltessziik, hogy a szamok 0-t6l kiilonbozdek.

Mivel a pozitiv szamok is, a negativak is csak 99-félék lehetnek, a 101 szam kozott biztosan van pozitiv is, negativ
is. Jeloljiik a legkisebb szamot A-val, a legnagyobbat B-vel:

A<0<B.

Ha A-hoz rendre hozzdadjuk a pozitiv szamokat, A-nal nagyobb egészeket kapunk, amelyek kozott a legnagyobb A+ B.
Tovabb menve, most adjuk hozza B-hez sorra a negativ szamokat, igy (A + B)-nél nagyobb, B-nél kisebb egészeket
kapunk. Osszesen 100 kiilonb6z6 6sszeget kaptunk, hiszen minden A-t6l, B-t6l kiilonboz6 szam egy Osszegben szerepel,
és az (A, B) parbdl is kapunk egy Gsszeget. Jeloljik a szdmok halmazat H-val, a most elGallitott 6sszegek halmazat
S-sel, az eredeti szamok (—1)-szereseinek a halmazat G-vel.

H-ban és G-ben 101 szaznal kisebb abszolut értéki kiilonbozd egész szam van, S-ben pedig 100, ugyancsak szaznal
kisebb kiilonb6z6 egész szam talalhaté. Mivel a szazndal kisebb abszoldt értékid egészek szama 199, G-nek és S-nek
biztosan van legalabb két kozos eleme, jeloljiik ezek egyikét F-fel, és legyen az F-fel egyenld S-beli 6sszeg C + D, ahol
C az A, B szamok egyikével egyenls, és D a C-t6l kiilonb6z6 elGjeld szam:

F=C+D.

Mivel G definicioja szerint (—F) az eredeti szamok koziil valo, készen is vagyunk, ha (—F) a C-t6l is és D-t6l is
kiilonbozik. Ha (—F) megegyezik C, D valamelyikével, akkor C, D koziil a masik (—F) kétszeresével egyenls, tehat ez
biztosan a nagyobb abszolut értékd a C és D koziil. Ha pedig ez a nagyobb abszolat értéki tagja az 6sszegnek, akkor
ez biztosan az A, B koziil valé (ami persze 6nmagaban még nem zarja ki, hogy a masik ne volna koziiliik valo). Mivel
G-nek és S-nek legalabb két kiilonb6z6 koz6s eleme van, az eddigi meggondolasunk csak akkor nem vezet el a kivant
0 Osszegid szamharmashoz, ha A is, B is parosak, és A/2 is, B/2 is az eredeti szamok kozé tartozik. No de akkor az
eredeti szamok abszolut értéke 99-nél is kisebb, és ugyanez igaz G és S elemeire is. Emiatt ebben az esetben G-nek
és S-nek ketténél tobb kiillonbozs eleme van, és ezek kozott mar biztosan van olyan is, amelyik kiilonb6z6 elemi 0
Osszegl szdmharmasra vezet.

II. megoldas. Készitsiink képzeletben szaz kis urnat, és irjuk ezekre rendre 0-t6l 99-ig az egészeket. Dobjuk az
adott szdmok mindegyikét az abszolut értékével cimkézett urnaba. Ha a 0-val jel6lt urna nem marad iiresen, keressiink
mellé olyan urnat, amelyikbe két szam keriilt, és készen is vagyunk. Ilyen urna biztosan van, mert az urndk szama
kisebb a szamok szamanal (és persze a 0 jeld urnaba legfeljebb csak egy szam keriilhet.)

Ha a 0 jeld urna iires, tegyiik azt félre, és keressiik ki azok koziil az urnak koziil a legnagyobb cimkéjiit, amelyekbe
két szam keriilt. Mivel most mar kettével nagyobb a szdmok szdma az urnak szamanal, a tobbi urnadban még mindig
tobb szam van, mint az urnak szdma. Tegyiik magunk elé a kivalasztott urnat, téle jobbra helyezziik el a nala nagyobb
cimkéjteket, és balra a kisebbeket.

A jobb oldali urnakban legfeljebb egy-egy szam van, tehat a bal oldali urndk szama kisebb a benniik levs szamok
szamanal. Igy ha most kiilon valogatjuk a bal oldali urnédkban levé pozitiv és negativ szamokat, legalabb az egyik
halmazban B/2-nél tébb szadmot talalunk, ahol B a bal oldali urnak szdma. Allitsuk most parba a bal oldali urnakat
ugy, hogy az egy péarba keriilt urnak cimkéjének az osszege (B + 1) legyen. Ha B péros, készen is vagyunk, hiszen
akkor biztosan talalunk olyan part, amelyben azonos el6jeld szamok is vannak, mondjuk C és D, és ezek 0sszegének
az abszolut értéke B + 1. Mivel a B + 1 cimkéjt urna el6ttiink &ll, és benne két szam van, készen vagyunk, ha C és D
mellé ebbdl az urnabdl a téliik kiillonbozé elGjeltd szamot vessziik ki. Hasonléan készen vagyunk akkor is, ha B pératlan
ugyan, de mégis talalunk olyan urnapart, amelyikben vannak azonos eljelt szamok. Igy mar csak azt az esetet kell
megvizsgalni, ha B paratlan, és az egy parba keriilt urndkban egytiittvéve is csak két kiilonboz6 elGjeld szam van. Ennyi
biztosan van, hiszen a bal oldali parokban még igy is csak (B — 1) szam lehet egyiittvéve, és ha a par nélkiili (B+1)/2
cimkéji urnaban is megvan a lehets legtobb, vagyis két kiilonb6z6 eljeld szam, akkor is éppen csak hogy (B + 1)
szam van a bal oldali urndkban. Ez pedig csak ugy lehet, ha a jobb oldali urndk mindegyikében pontosan egy szam
van, igy nevezetesen a (B + 2) cimkéji urnaban is van szam. Tegyiik fel a konnyebb beszéd kedvéért, hogy ez negativ.
Tudjuk mar, hogy esetiinkben a bal oldali urnakban pozitiv szambol is és negativbol is pontosan A = (B + 1)/2 van.
Allitsuk most parba azokat az urnikat, amelyek cimkedsszege (B + 2), és vegyiik a bal oldali urnak kozé az elSttiink
allo urnat is. Igy A part kapunk, amelyekben (A + 1) pozitiv szam van. Van tehat olyan par, amelyikben két pozitiv
szam van, és ezekhez a (B + 2) cimkéji urndban levd negativ szamot véve, megfelel§ szamharmast kapunk.

Megjegyzés. Mindkét megoldas atfogalmazhatod arra az altalanos esetre, amikor (2n 4 1) kiilonb6z8, 2n-nél kisebb
abszolat értékd szam van. Azt, hogy itt a paritasnak lényeges szerepe van, jol mutatjak a megoldasok bosszantd
zaradékai, hogy amikor mar célba érnénk, még néhany kivételes esettel kiilon kell foglalkozni. Amint azt a {+n, +(n+
1),...,£2n} példa mutatja, (2n + 2) kiillonbozs (2n + 1)-nél kisebb abszolut értékd szam mar megadhato ugy, hogy
kozottiik semelyik harom Osszege ne legyen nulla.



