Helyezziik el a kis hasdbokbol dsszerakott kockat egy térbeli koordinata-rendszer elsé nyolcadaba gy, hogy cstcsa
az origéba essék és élei a tengelyeken legyenek. Ekkor biztosan van egy olyan kis hasab, amelynek csticsa ugyancsak
az origbba esik, élei rajta vannak a koordinata tengelyeken és persze minden csticsdnak a koordinatai egész szamok.
Vegyiik el ezt a kis hasidbot és tekintsiik a megmarado6 testben azt a cstcsot (ha t6bb van, az egyiket), amelyhez
tartozoé koordinatak osszege a legkisebb. Mivel a hasdbok hézagmentesen toltik ki a kockit, lesz egy olyan kis hasab,
amelynek valamelyik csicsa megegyezik a kivalasztott cstuccsal és élei a koordinata-rendszer tengelyei altal alkotott
triéderrel egybevago triédert hataroznak meg, azaz a kis hasab élei ugyancsak parhuzamosak a koordinata-rendszer
tengelyeivel és csucsainak koordinatai egész szamok. Az eljarast folytatva azt kapjuk, hogy a maradék test minden
cstcsanak minden koordinatija egész szam, és minden éle parhuzamos valamelyik koordinata-tengellyel. Az eljaras
soran végiil is minden kis hasabhoz eljutunk egyszer, és az eljaras véges sok lépésben befejez6dik. Ezzel belattuk, hogy
mindegyik kis hasab éle parhuzamos a kocka valamelyik élével és minden cstcsanak koordinatai egész szamok.

Most azt fogjuk megmutatni, hogy azok kdzott az egyenesek kozott, amelyek a kocka valamelyik lapjara merslegesek
és egész koordinataja pontokon mennek at, van olyan, mely egyetlen kis hasdbnak a belsején sem megy at. Valasszuk
ki a kocka egy lapjat. Erre a lapra meréleges, egész koordinataji ponton atmend olyan egyenes, mely atfurja a kockat,
19-19 van. Mivel 3 nem parhuzamos lappéarja van a kockanak, az 0sszes egyenesek szama 3-19-19 = 1083. Valasszunk
ki koziiliik egyet és fektessiink rajta keresztil a vele parhuzamos kockalapokkal parhuzamos sikokat (1. dbra).



1. dbra

Ez a két sik a kockat 4 hasabra osztja. Mind a négy rész térfogata paros, hiszen a kivalasztott egyenessel parhuzamos
élek hossza mindig 20. Ha ez az egyenes nem dofne at egyetlen kis hasdbot sem, akkor készen volnank.

Ha ez az egyenes atdof egy kis hasabot, akkor csak a 2 x 2-es lap koézéppontjan mehet at, és igy ebbdl a kis hasabbol
mind a 4 hasabba, paratlan sok (1-1) kis egység-kocka jut (2. abra).
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2. dbra

De akkor a térfogatok csak gy lehetnek parosak, ha az egyenes paros szama kis hasdbot dof at. Vagyis minden
egyenes legalabb két kis hasdbon menne at, azaz a kockdban legalabb 1083 - 2 = 2166 kis hasabnak kellene lennie,
pedig csak 2000 van. Ezzel ellentmondésra jutottunk, tehat van a kocka belsejében olyan, valamelyik éllel parhuzamos
egyenes, mely egyetlen kis hasab belsején sem halad at.

Megjegyzések. 1. Annak pontos belatasa, hogy a kocka parhuzamos helyzetii hasabokbol épithets csak fel, egyetlen
dolgozatban sem szerepelt. Emlitve is csak néhany dolgozatban volt, hogy ez nem trivialis.

2. Megoldasunk azon alapul, hogy 2-3-19% > 203/4. Ha 2n oldala kockat tekintiink (paratlan nem is rakhato ki),
akkor a bizonyitas gondolatmenete ugyanigy alkalmazhaté ha 2-3-(2n—1)% > (2n)3/4, vagyis ha (n—11)(n*—n+1)+8 <
0. Ez pedig igaz n = 1, ..., 10 esetén, de ha n>10, akkor nem teljesiil. Tehat tudjuk, hogy a 2,...,20 oldala kocka
atdofhets. Viszont 22,24, ... stb.-re bizonyitasunk nem mikodik. Igy nyitott kérdés egyfelsl az, hogy 22,24, ... sth.-re
a kocka atdothets-e, masfel6l az 4tdofhetd kockak esetére az, hogy legalabb hany helyen doéfheté at.

3. A dolgozatokban a legaltalanosabb tévedés az volt, hogy azt, hogy egy atszird egyenes paros sok hasabot dof
at, azzal indokoltak, hogy az egyenesnek paros hosszi szakasza halad a kockan beliil. Ennek a 3. &bran bemutatott
elrendezés is eleget tenne, noha csak egy hasabot dof at.
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