Jeloljiik az a, b szdmok legnagyobb k6z6s osztéjat d-vel, és legyen
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Jeloljiik még S és T legnagyobb kozos osztojat D-vel. Az (a® + b%)/(a® — b?) tort nyilvan egyszerisithets d>-tel, igy
kapjuk az S/T alakot. Ha D > 1, ez tovabb egyszertsithetd D-vel, de méassal nem, hiszen D definici6 szerint S és T
legnagyobb kozos osztéja. Igy a feladat allitasa azzal ekvivalens, hogy a D-vel valé egyszertisités utan a nevezé nem
+1 vagy —1 lesz, azaz hogy

(1) D < |T|.
Az a és b egészek nyilvan csak kiillonbozéek lehetnek, igy A és B is kiilonb6z6 egészek. Ha A > B, akkor
T=A"-B"=(2B+(A-B))(A-B)=3-1,
hiszen A — B értéke is, és B értéke is legalabb 1. Ha pedig B > A, akkor
IT|=B>—- A= (2A+(B—A))(B—A) 231,
igy (1) igazolasahoz elegendd belatni, hogy
(2) D <.

Mivel S = T + 2B?, ha volna S-nek és T-nek 2-nél nagyobb kozos p primosztoja, azzal B? és igy B is oszthato
volna. Amde ekkor A% = T + B? miatt A2 és A is oszthat6 volna p-vel, ami nem lehet, mert A és B legnagyobb kozos
osztéja 1. Emiatt D csak 2F alaka lehet, és azt kell megmutatnunk, hogy k < 1.

Mivel A és B legnagyobb kozos osztdja 1, nem lehet mindkettd paros. Ha egyik paros, a masik paratlan, S és T
paratlanok, tehat D = 1. Ha A és B paratlanok, akkor 4-gyel osztva 1 maradékot adnak, hiszen

(2n+1)2 =4(n? +n) + 1.

Tehat ebben az esetben S 4-gyel osztva 2 maradékot ad, és T oszthaté 4-gyel. Emiatt D = 2, hiszen S/2 mér paratlan.
Ezzel a feladat allitasat belattuk.



