Szamozzuk meg a sokszog csicsait 1-t6]l 2n-ig tetszdleges csiicson kezdve a szamozést, és mondjuk az éramutatéd
jarasaval megegyez6 irdnyban jarva be a csicsokat. Rendeljiik a szamozas alapjan a sokszog tetszéleges két csticsat
0sszekot szakaszhoz a végpontokhoz irt szamok Osszegét. Vizsgaljuk meg elGszor, hogy mit kapunk, haa Pi P> ... Py, Py
tortvonalban szerepl6 szakaszokhoz rendelt szdmokat 6sszeadjuk. Ebben az 6sszegben 1-t6l 2n-ig minden szadm kétszer
szerepel, hiszen minden csucsbol két szakasz indul ki. Az Gsszeg tehat a csiicsok sorrendjétsl fiiggetleniil az elsé 2n
pozitiv egész szam Osszegének a kétszerese. Irjuk le kétszer 1-t6l 2n-ig a szamokat, de gy, hogy masodszor forditott
sorrendben irjuk Sket:

1+ 2 +...4+ k + ...+ 2n+
+2n+2n—14+...+2n+1—-k+... + 1.

Ebben a forditott sorrendben a k-adikhoz a 2n-t6l lefelé lépegetve (k — 1) lépésben jutunk el, az tehat 2n — (k—1). Ha
paronként osszeadjuk az egy oszlopban allé szamokat, mindeniitt (2n + 1)-et kapunk, hiszen k és 2n — (k — 1) Osszege
minden & mellett ennyi. Mivel pedig 2n oszlopunk van, a teljes sszeg 2n(2n + 1).

Most azt vizsgaljuk meg, hogy mit mondhatunk két szakasz szamairdl, ha azok parhuzamosak. A szakaszok négy
végpontja a kort négy korivre vagja, ezek koziil kett6 a két parhuzamos kozti sdvban van, kett6 azon kiviil. Két esetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy az (1, 2n) iv hova keriil.

Ha a két parhuzamos kozott van ez az iv, jeloljik a végpontokhoz irt szamokat nagysag szerint névekedve i-vel,
j-vel, k-val, m-mel. Mivel egy korb6l parhuzamos egyenesek egyenld iveket metszenek ki, most

k—j=i+4+ (2n—m),

hiszen az (1, 2n) ivecskét tartalmazo iv két darabbol rakhato ossze: az m-t6l 2n-ig futd ivbol és a 2n-t6l i-ig futod
darabbol (a kett6 kozil az els6 m = 2n mellett egy ponttéa zsugorodhat). Rendezziik kicsit at a kapott feltételt:

(1) k+m=i+j+2n.

Meg kell még vizsgalni azt az esetet, amikor az (1, 2n) ivecske nem esik a parhuzamosok kozé. A csicsokat most
is nagység szerint jelolve a parhuzamossag feltételei j — i = m — k, vagyis

(2) i+m=j+k.

Minden esetre érvényes az a megéllapitas, hogy a parhuzamos szakaszokhoz rendelt 6sszegek 2n-nel osztva ugyanazt
a maradékot adjak. Ez az észrevétel a megoldas kulcsa. ElGszor is megmutatjuk, hogy ez az allitas megfordithat6. Mivel
a szamok 1 és 2n kozottiek, az Osszegek kisebbek 4n-nél. Igy csak tigy lehetnek a maradékok egyenlGek, ha az Osszegek
is egyenlGek, vagy ha az 6sszegek kiilonbsége 2n. Az els esetben az egyik végpontjaihoz rendelt szamokat i-vel, m-mel
jelolve, a masikét pedig j-vel, k-val, a (2) Osszefiiggést, majd ebbdl a parhuzamossagot biztosité j —i = m — k feltételt
kapjuk. A masodikban pedig elébb (1)-et kapjuk, majd abbol a parhuzamosségot, ha (i, j) és (k, m) az eredeti két
szakasz.

Végil megmutatjuk, hogy ellentmondasra vezet az a feltétel, hogy a P1Ps... P, P; torottvonalnak nincsenek
parhuzamos darabjai. Ekkor ugyanis a szakaszokhoz rendelt 6sszegek 2n-nel osztva paronként kiilénb6z6 maradékot



adnanak. Mivel a szakaszok szama is 2n, és a lehetséges maradékok szama is 2n, ez csak dgy lehetne, ha minden
maradékot pontosan egyszer kapnank meg. Ez viszont azt jelentené, hogy a maradékok Gsszege az elsé 2n pozitiv egész
szam Osszegével volna egyenls, ami az el6bb kapott 2n(2n + 1) kétszeres osszeg fele. Mivel pedig a maradékokhoz ugy
jutunk, hogy az Gsszegeket vagy valtozatlan hagyjuk, vagy 2n-nel csokkentjiik, a csokkentések 6sszege 2n-nel oszthato.
Amde 2n (2n + 1) fele nem oszthaté 2n-nel, tehat valoban ellentmondésra vezet a mondott feltétel.

Danyi Pdl (Pécs, Nagy Lajos Gimn., IL o. t.)

Megjegyzés. A feladatban szerepls tétel bizonyitasa megtalalhato Szab6 Sandor: Egy szabalyos sokszogre vonatkozo
észrevétel cimi dolgozataban (Matematikai Lapok, 28. évf., 1-3. szam (1980), 199-201. oldalak).
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