
Jelöljük az ABC háromszög körülírt körének középpontját O-val, O-nak az a, b, c oldalaktól való távolságát rendre

da, db, dc-vel, a beírt kör sugarát r-rel. Választhatjuk a jelölést úgy, hogy ab ≥ c legyen.

Azt kell bizonyítani, hogy

da + db + dc ≥ 3r.

Írjuk fel az ABC háromszög területének, t-nek kétszeresét kétféleképpen:

(1) 2t = 2rs = r(a+ b+ c),

másrészt

(2) 2t = ada + bdb + cdc.

Ez utóbbi egyenl®ség helyes, mivel a feltétel szerint a háromszög hegyesszög¶, és így O a belsejében van.
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s mivel a ≥ b ≥ c, innen da ≤ db ≤ dc adódik. Az (a − b) (da − db) szorzat tehát biztosan negatív vagy 0. A szorzást

elvégezve, s a másik két oldalra is felírva az egyenl®tlenségeket, kapjuk

ada + bdb ≤ bda + adb,

bdb + cdc ≤ cdb + bdc,(3)

ada + cdc ≤ cda + adc.

Az egyenl®tlenségek megfelel® oldalait összeadva és mindkét oldalhoz hozzáadva még (2) jobb oldalát

3(ada + bdb + cdc) ≤ (a+ b+ c) (da + db + dc).

(2) szerint a bal oldalon 6t áll, ami (1) szerint egyenl® 3r(a+ b+ c)-vel, azaz

3r(a+ b+ c) ≤ (a+ b+ c) (da + db + dc).

Végigosztva az (a+ b+ c) > 0-val, éppen a bizonyítandó egyenl®tlenséget kapjuk.
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