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Megoldas. 1. Azt mondjuk, hogy a figurdk valamely sorban vagy oszlopban ,,jol helyezkednek el”, ha a sor vagy
oszlop k6zépss mezGje lires, és az ires mezd egyik oldalan csupa fekete, masik oldalan csupa fehér figura all. A kiindulasi
abran a kozépso oszlopban és a k6zéps6 sorban helyezkednek el jol a figurak.

Be fogjuk latni, hogy ha valamely oszlopban vagy sorban a figurdk jol helyezkednek el, akkor ebben az oszlopban, ill.
sorban a fekete és a fehér figurdk n(n + 2) lépésben felcserélhetdk a tobbi oszlopban, ill. sorban dllé figura mozgatdisa
nélkil.

Fogadjuk el egyel6re ezt az allitast bizonyitas nélkiil. Ebbé&l kovetkezik, hogy a kiindulasi abran a kdzéps6 oszlop
fekete és fehér figurai a t6bbi oszlop figurdinak mozgatéasa nélkiil n(n + 2) lépésben felcserélhetsk. Hajtsuk végre ezt
a cserét. Nyilvanvald, hogy a csere soran a kozépsé oszlop minden mezGje legalabb egyszer iiresen marad: a kozépsé
mezd rogton kezdetben {ires, a tobbi mezére pedig ellentétes szini figuranak kell keriilnie — ehhez pedig elébb ki kell
iirfteni a mez6t. Vegyiik észre, hogy amikor a k-adik mez6t elGszor iritjiik ki, a tdbla k-adik sordban a figurak jol
fognak elhelyezkedni! Kovetkezésképp a k-adik sor figurai most n(n + 2) lépésben felcserélhetdk, a tobbi sor figurainak
elmozditasa nélkiil (vagyis a k6zépss oszlop tobbi mezdjén a figurak helyzete ekdzben nem valtozik). Ha a k-adik sorban
a cserét végrehajtjuk, akkor a csere végén a k-adik sor kozéps6 mezGje megint iires lesz, tehat a kdzépss oszlopban a
figurak megint tgy fognak elhelyezkedni, mint a csere el6tt. A kozépss oszlopban tehat ott folytathatjuk eljarasunkat,
ahol abbahagytuk.

Ha a kozéps6 oszlopban gy hajtjuk végre a cserét, hogy amikor valamelyik mez6 elGszor valik iiressé, akkor az
eljarast megszakitjuk, és a megfelels sor cseréjét kozbeiktatjuk, akkor eljarasunk végére az 1., 2., ..., n. oszlop fekete
figurait felcseréljilk az n 4+ 2., n+ 3., ..., 2n + 1. oszlop fehér figuraival és a kdzépss oszlopban felcseréljiik egyméssal
a fekete és a fehér figurakat. Tehét a teljes cserét végrehajtottuk.

Nézziik, hany lépésbdl all az eljarasunk! A kozépss oszlopban a cseréhez n(n+ 2) 1lépés kell. A sorokon beliili cserét
mindig akkor kezdjiik végrehajtani, amikor épp ebben a sorban helyezkednek el jol a figurdk, igy egy sor cseréjéhez
is elég n(n + 2) lépés. Osszesen 2n + 1 sorban és egy oszlopban kell tehat egyenként n(n + 2) lépést tenniink, vagyis
eljarasunk osszesen (2n + 2)n (n + 2) = 2n(n + 1)(n + 2) lépésbol all. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a sakktabla fekete
és fehér figurai felcserélhetSk egymassal, és ehhez a cseréhez elég 2n(n + 1) - (n + 2) lépés.

IT. Most mar csak az egy sorra vagy oszlopra vonatkozo allitast kell igazolnunk. Nyilvan elég sorokra belatnunk az
allitast, hiszen ebbsl 90°-os elforgatéssal mar adodik az oszlopokra is. Tegyiik fel, hogy valamely sorban a figurak jol
helyezkednek el. A sor kivant atrendezését 3 részben hajtjuk végre, ez a 3 rész kissé més, ha n paratlan, és més, ha n
paros. Tekintsiik tehat az alabbi 6 helyzetet:

A: Az 1., 2., ..., n. mezén fekete, az (n + 2)., (n+3)., ..., (2n + 1). mez6n fehér figura all, az (n 4+ 1)-edik mezs
ures;

B: a paros mez6kon fekete, a paratlan mez6kon az els6 kivételével fehér figura all, az els6 mezd iires;

B’: a paros mezékon fehér, a paratlan mezskon a (2n + 1)-edik kivételével fekete figura ll, a (2n + 1)-edik mez6
ires;

C': a paros mezskon fekete, a paratlan mezdkon a (2n + 1)-edik kivételével fehér figura all, a (2n + 1)-edik mez6
ires;

C’: a paros mezSkon fehér, a paratlan mezskon az elsS kivételével fekete figura 4ll, az els6 mezd iires;

D: az 1., 2., ..., n. mezén fehér, az (n + 2)., (n + 3)., ..., (2n + 1)-edik mezdn fekete figura all, az (n + 1)-edik
mez0 Ures.

Azt kell belatnunk, hogy az A helyzetbdl a D helyzetbe el lehet jutni n(n+ 2) lépésben. Ehhez a kovetkezdt fogjuk
belatni: ha n paratlan, akkor A-bol B-be és C-bsl D-be n(n + 1)/2 lépésben el lehet jutni, mésrészt B-bsl C-be n
lépés elég. Bz sszesen 2 - n(n +1)/2 +n = n(n + 2) lépés. Paros n-re azt fogjuk belatni, hogy A-bol B’-be és C’-bél



D-be n(n + 1)/2 lépésben el lehet jutni, masrészt B'-b6l C'-be n 1épés is elég. Paros n esetén tehat A-bol B’ és C'-n
keresztiil lehet n(n + 2) lépésben D-be jutni.
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Nézziik el6szor, hogyan lehet n lépésben B-b&l C-be jutni! Ez egyszert: az elsé 1épésben a 3. mezén allo figuraval
az 1. mezdre ugrunk, ezzel tiresen marad a 3. mezd, altalaban a k-adik lépésben a (2k + 1)-edik mezdn allo figuraval
az tires (2k — 1)-edik mezdre ugrunk és ezzel a (2k + 1)-edik mezd felszabadul.

B’-b6l C’'-be hasonloéan lehet eljutni n 1épésben, csak most a paratlan mezén all6 figurakkal egyet-egyet jobbra kell
ugrani és nem balra.

Nyilvanvalo a kovetkezo is: C-bdl pontosan annyi lépésben lehet D-be jutni, mint D-b6l C-be (altalaban az egyik
helyzetbdl a masikba ugyanannyi 1épésben lehet eljutni, mint onnan vissza az elsébe, csak a lépések sorrendjét kell
megforditani és minden lépést a forditottjaval kell helyettesiteni). Ha a D és C helyzetet a kozéps mezore tiikrozziik,
éppen az A és B helyzetet kapjuk. Kovetkezésképp A-bol B-be ugyanannyi lépésben lehet eljutni, mint D-bél C-be
vagy C-bdl D-be. Ugyanigy lehet belatni, hogy A-bol B’-be ugyanannyi lépés elég, mint C’-bél D-be. Bizonyitasunk
befejezéséhez elég tehat azt megmutatnunk, hogy ha n paratlan, akkor A-bol B-be, ha pedig n péaros, akkor A-bodl
B’-be n(n + 1)/2 1épésben el lehet jutni. Erre egy eljarast fogunk megadni, az eljaras n ,szakaszbol”, azon beliil a
k-adik ,,szakasz” k 1épésbdl fog allni:

1. szakasz: az n-edik mez6n allo (fekete) figurat egy mezével jobbra toljuk;

2. szakasz: az (n + 2)-edik mez6n allo (fehér) figuraval balra ugrunk (az n-edik mezébe), majd az (n + 3)-adik
mezdn allo (fehér) figurat egy mezdvel balra toljuk;

3. szakasz: most mar két fekete figuraval tudunk jobbra ugrani (elébb az (n + 1)-edik mez6rél az (n + 3)-adikra,
majd az (n — 1)-edik mez6rol az (n + 1)-edikre), ezutan az (n — 2)-edik mezén 4llo fekete figurat eggyel jobbra toljuk
stb.

A k-adik szakasz utén a sor (az lires mez6t figyelmen kiviil hagyva) 3 ,,t6mbbdl” all: az els6 ,,tomb” n — k darab
fekete figurabol, a masodik ,,t6mb” k figuraparbdl all, a par els6 figurdja mindig fekete, a masodik mindig fehér. A
harmadik ,,t6mb” n — k fehér figurabol all. Ha k paratlan, akkor az iires mez6 az 1. és a 2. tomb kozott van a k. szakasz
utan; ha k paros, akkor az iires mezé a 2. és a 3. tomb kozott van a k. szakasz utan.
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Az els6 esetben (k paratlan) ugorjunk a 2. tomb fehér babuival egyet-egyet balra! Ezt megtehetjiik, ha a tomb
legbalra 4l16 figurdjaval kezdjiik. Igy az iires mez6 végiil az (n+ k + 1)-edik mezére keriil. Toljuk most &t erre a mezdre
a 3. tomb bal szélén allo figurat. Ez a k + 1 lépés alkotja a (k + 1)-edik szakaszt. A (k + 1)-edik szakasz utan tehat igy
alakul a helyzet:



X X | ires |'X ]| OJ...|X]OjO]l...|]0© ha % péaratlan, (1)
‘—— —— — ~ o ’
n—k fekete k fekete-fehér pér n-—k fehér

Xl | X[ X ] O l X | O tires O O ha & pdros. (2)
1
b v ——— — B S
n—=k fehér k fekete-fehér pdr n—k fehér

Ez valoban (2) alaku.

A masodik esetben (ha k paros, k + 1 paratlan), a 2. tomb fekete babuival ugrunk egyet-egyet jobbra, (ezt a
tomb legjobbra allo fekete figurajaval kell kezdeni), majd az 1. tomb jobb széls6 figurajat toljuk az igy megiiresedd
(n — k + 1)-edik helyre. Ez a k + 1 1épés alkotja a (k + 1)-edik szakaszt, eredményeként egy (1) alaka sort kapunk.

Végiil az n-edik szakasz végrehajtasa utdn az 1. és a 3. tomb kiiiriil. Ha n paratlan, akkor az iires mez6 az n
fekete-fehér par el6tt all, ami éppen a B helyzet. Ha n paros, akkor az {ires mez6 az n fekete-fehér par utan fog allni,
ami a B’ helyzet. A k-adik szakaszban pontosan k lépést (k — 1 ugrast és egy tolast) hajtottunk végre, és eljardsunk n
szakaszbol allt, igy eljarasunkhoz 1+2+...n = n(n+1)/2 lépésre volt sziikség. Ezzel bebizonyitottuk, amit akartunk.

(S. L.

Megjegyzés. Megadtunk egy algoritmust, amivel a fekete és fehér figurdkat 2n(n+1)(n+2) lépésben felcserélhetjiik.
Megmutatjuk, hogy a helycsere elvégzéséhez 2n(n + 1)2 lépésre mindenképpen sziikség van, ennél kevesebbel semmilyen
eljarassal sem jutunk célhoz.

Tekintsiik ehhez azt a fekete figurdt, amelyik az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztezddésében all. A cserék
végrehajtasa utan egy fehér figura helyére, mondjuk az f(i, j)-edik sor és a g(i, 7)-edik oszlop keresztezdésébe kertilt.
Mivel a figurdk csak vizszintesen és fliggdlegesen tudnak mozogni, s egy 1épésben legfeljebb 2 mezével keriilnek odabb,
azért a kiszemelt figuraval legalabb
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lépést kellett tenniink. Az Osszes fekete figuraval tehat egyiittvéve legalabb
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lépést kellett tenniink. Itt a Z jel alatt all6 (i, j) par a fekete figurék kezdeti helyein fut végig, (f(i,7),g(,5)) pedig
a helycsere végén elfoglalt helyiiket mutatja, vagyis az (f(i,7),g(i,j)) par éppen a fehér figurdk kezdeti helyein fut
végig. Ezért a Zz Osszegben az 1 és (n + 1) kozotti egészek n-szer, az (n + 2) és (2n + 1) kozottiek (n + 1)-szer
(3,5)
fordulnak els, mig a Z f(i,7) osszegben az 1 és n kozotti egészek (n 4 1)-szer, az (n+ 1) és (2n + 1) kozottiek pedig
(i,5)
n-szer talalhatok meg. A (x) egyenl6tlenség jobb oldalan az els6 tag kétszerese tehat

[(n+2)+...+2n+1)] —-[1+2+...+n]=n(n+1).
Hasonl6an kapjuk, hogy a masodik tag kétszerese
Cn+1)[(n+2)+...+2n+1)—(1+2+...+n)] = 2n+ Dn(n+1).

Igy a fekete figurakkal tett lépések szama legalabb

[n(n +1) + (2n + Dn(n +1)] = n(n+1)°

N~

A fehér figurskkal is legaldbb ennyit kell lépniink, ami éppen az allitott 2n(n + 1)* lépést jelenti.



