Valasszuk egységnek a kocka élét, és jeloljik az AP, AQ, AR szakaszok hosszat rendre p-vel, g-val, r-rel. Az
APQR tetraéder Gsszedllithatd az APQFE, AQRE, ARPFE tetraéderekbdl, amelyek mindegyikében az F-hez tartozo
magassag a kocka valamelyik oldaléle, tehat egységnyi.

P
A szemkozti lapok teriiletének kétszerese rendre pq, qr, rp, tehat az APQR tetraéder térfogatanak hatszorosa

(1) 6V = pq+ qr + rp.

1
Mivel ebben a tetraéderben az APQ alap teriilete qu, és a hozza tartozé magassag r, a térfogatot kdzvetleniil

kiszamolva kapjuk, hogy
(2) 6V = pgr.
Ezek szerint

pq +qr+rp = pqr,

azZazZ
(3) —+-f+-=1

Ha a PQR sik merGleges AFE-re, az AE egyenes koriil forgatva dnmagaba megy at. Mivel az AE egyenes koriili
120°-0s forgatas a kockat dnmagaba viszi at, ez torténik a PQR haromszoggel is, tehat ebben az esetben p = ¢ = r.
Ez (3) szerint csak ugy lehetséges, ha p = ¢ = r = 3, amikor is (2) szerint V = 4,5 térfogategység. Azt kell tehat
belatnunk, hogy ha a pozitiv p, ¢, r szdmokra teljesiil (3), akkor

(4) pgr > 27,

és itt egyenl@ség csak a p = g = r = 3 esetben lehet.
Jeloljiik a —, -, szamokat rendre x, y, z-vel.

,
Ezek is pozitivak, és veliikk megfogalmazva a bizonyitandé allitast, azt kapjuk, hogy ha

(3a) x4+y+z=3,
akkor
(4a) zyz < 1,

és itt egyenlGség csak akkor van, ha x = y = 2z = 1. Jeloljikk z + y értékét w-vel, akkor (x — y)2 > 0 miatt 4oy < w?,
tehat
dayz < w?z = w?(3 —w) =4 — (w —2)*(w + 1).

Itt w > 0 miatt (w — 2)*(w + 1) > 0, tehat valoban 4zyz < 4, és egyenlGség csak abban az esetben lehet, ha w = 2 és
dzy = w?, azaz v = y = z = 1. Allitasunk bizonyitasat ezzel befejeztiik.



