I. megoldas. 1000 primtényezds alakban 22 - 53. Igy a feladathoz adott Gtmutatas szerint osztoéinak szama (3 +
1H(B3+1)=16.
Ezek az osztok:
1,2, 4,8, 5,10, 20, 40, 25, 50, 100, 200, 125, 250, 500, 1000.
Ezek osztéinak szama:
1,2,3,4,2,4,6,8,3,6,9, 12, 4, 8, 12, 16.
Az osztokat a szamok primtényezds alakjabol dllapithatjuk meg.

Elgszor a feladat masodik felére valaszolunk. A jatékot az veszti el, aki az 1000-et kimondja. 1000-nek 16 osztoja
van, 16-nal kevesebb osztoja csak két szamnak van, 500-nak és 200-nak, mindkettének 12 osztoja. A kezdd jatékosnak
nem érdemes sem 200-at, sem 500-at mondani, mert akkor ellenfele a masik szdmot mondja, a kezd6nek csak az 1000
jut, és igy veszit. A kovetkezd legtobb osztoval rendelkezd szam a 100, ennek 9 osztoja van. Lathatjuk, hogy ha a
kezdd jatékos éppen a 100-at mondja, akkor ellenfele csak a 200, 500 és 1000 szamok kozott valogathat. Akarmelyiket
is valasztja, biztosan veszit: ha 1000-et mondja, akkor a szabalyok szerint vesztett. Ha viszont 200 és 500 valamelyikét
mondta, akkor a kezds a masikat mondja, a masodik jatékosnak csak az 1000 marad, veszitett. Igy a modositott jaték
esetén a kezdd jatékosnak a 100-at kell mondania, és biztosan megnyeri a jatékot.

A feladat elsG felére nehezebb valaszolni, mert az egyes szamok kozotti tovabbi oszthatésagi viszonyok nehézzé
teszik a probléma atlatdsat. Ahhoz, hogy jobban lassuk, melyik szam melyiknek osztdja, helyezziik el az 1000 osztoéit
a kovetkez6 alakban, ahogyan azt az 1. tablazatban lathatjuk:

1000 500 250 125 1000 500 250 125
200 100 50 25 200
40 20 10 ) 40
8 4 2 1 8
1. tablazat 2. tablazat

Figyeljiik meg, ha a tablazatbol kivalasztunk egy szamot, akkor oszt6i vagy ugyanabban az oszlopban alatta, vagy
a jobbra es6 oszlopban és ugyanabban a sorban, vagy a lejjebb fekvé sorban helyezkednek el. Mondjuk azt, hogy egy
szam ,elfedi” a tablazaton mindazokat a szamokat, amelyek osztjak. Igy példaul a 20 a 20, 10, 5, 4, 2, 1 szamokat fedi
le, azt a jobb alsé sarkot, aminek 20 a csticsa. A tablazatra atfogalmazva a jatékot, az a kovetkezSképpen alakul: a
két jatékos felvaltva a tablazat mezdi koziil valaszt azzal a feltétellel, hogy olyan mez&t nem vélaszthatnak, amelyet
egy korabban valasztott mezd lefed. (Példaul az altaluk véalasztott mezdvel egyiitt az Gsszes olyan mez6t athuzzak,
melyeket az lefed, ilyenkor a kovetkezs jatékosnak mindig az at nem huzott mezsk koziil kell valogatnia.) Az veszit,
aki végiil az 1000 feliratt mezGt, azaz a bal fels6 mez6t kénytelen valasztani.

Ahhoz, hagy a kezdd jatékos nyerjen — a tablazatot megfigyelve lathatjuk —, az kell, hogy kezdéskor a 100-at mondja.
Ekkor a tovabbi jaték szamara csak a 2. tablazaton lathato rész marad. Ha most a masodik jatékos valamelyik szamot,
mondja, akkor a kezdé mindig mondhatja annak szimmetrikus parjat, hiszen az sem lesz lefedett. Igy mindenképpen
a masodik jatékos kénytelen kimondani azt az egyetlen szamot, aminek nincs szimmetrikus parja, vagyis az 1000-et.
Ezzel megmutattuk, hogy a kezd6 jatékos 100-at mondva, biztosan nyeri a jatszmaét.

II. megoldas. Tekintsiik az 1., illetve 2. 4brat.
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Azt mondjuk, hogy az &bra a csomoépontja ,kisebb” az abra egy b csomoépontjanal, ha a kovetkezd két feltétel
teljesiil:

1. az a csomoépont lejjebb van rajzolva a b csomdpontnal.

2. a b csomépontboél az abraba berajzolt utak mentén csak lefelé haladva el tudunk jutni az a csomépontba.

Mind a két abraban a legalsé csomopont , kisebb” az Gsszes tobbinél, a legfelsé pedig ,,nagyobb” az Gsszes tobbinél.

Konnyen ellenérizhetd (ellendrizziik ), hogy a feladatban szerepls két jaték a kovetkezGvel ekvivalens: Ketten fel-
valtva valasztanak egy—egy csomoépontot az 1., ill. 2. 4brabdl, azzal a feltétellel, hogy olyan csomépontot nem vélaszt-
hatnak, ami egy kordbban mondott csomopontnal , kisebb”. Az veszit, aki a legfelsé csomdpontot kénytelen valasztani.
A két abran a csomopontok mellé irt szamok a feladatban szerepld jatékokkal vald kapcsolat ellenérzését konnyitik
meg.

A tovabbiakban tekintsiink egy tetszGleges olyan héldzatot, amelyben a legals6 csomoépont ,kisebb” az Gsszes
csomopontnal, és az Osszes csomobpont , kisebb” a legfelsé csomopontnal. Ilyet mutat a 3. abra.

3. dbra

Megmutatjuk, hogy ha két jatékos egy ilyen hélézaton jatssza az el6bb megfogalmazott jatékot, gy ha a kezdd
iigyesen jatszik, biztosan nyer.

Tekintsiink el ugyanis a legalsé ponttél. Ha a kezdd valamely més pontot mondva kezdi meg a jatékot, a méasodik
jatékos nem tudja a legals6 pontot mondani, az foglalt, ugyanis a feltétel miatt kisebb minden méas pontnal. Ha van
olyan, a legals6tol kiilonboz6 csomopont, amivel a kezdd jatékos kezdve, és tigyesen jatszva (azaz az ellenfél minden
lépésére megfelel6t lépve) nyerni tud, akkor a kezdd jatékos ezzel kezdi a jatékot, és nyer. Ha ilyen csomépont nincs az
azt jelenti, hogy a kezd§ jatékos akarmelyik, a legalsétol kiilonbzé csomdpontot is mondja, az ellenfél meg tudja nyerni
a jatszmat, azaz ha az ellenfél ,{igyesen” jatszik, nyer. Ha most el tudnank érni, hogy a jatékosok helyet cseréljenek,
ugy ismét a kezds jatékos nyerne. De pontosan erre jo a legalsé csomoépont! Hiszen ha a kezdd jatékos ezt mondja,
ellenfele kénytelen valamely mas, a legals6tol kiilonboz6 csomopontot mondani. Innen tovabb a kezdé jatékos pontosan
ugy jatszhat, mint ahogyan az ellenfele jatszott volna.

A feladatban szerepls két jaték ,abraja” kielégiti a mondott feltételt, igy valoban a kezdd jatékos, ,ha tigyesen
jatszik”, nyerni fog.

Megjegyzések. 1. A II. megoldasban csak azt bizonyitottuk be, hogy a kezdd jatékos megfelel6 modon jatszva,
biztosan nyerni fog. Viszont nem mondtuk meg, hogyan is kell jatszania. A bizonyitds egzisztencia—bizonyitas volt:
létezik olyan ,stratégia”, tud az elsé jatékos tgy jatszani, hogy nyerjen. A bizonyitas nem volt konstruktiv: nem mondta
meg azokat a szabdalyokat, amelyek szerint az els6 jatékosnak jatszania kell ahhoz, hogy nyerjen.

Ezzel szemben az els6 megoldasunk konstruktiv volt: azon feliil, hogy megmutattuk: nemcsak hogy az elsé jatékos
valéban meg tud nyerni minden jatszmat, azt is megmondtuk, hogyan kell jatszania. (Nemcsak a kezdd lépést adtuk
meg, hanem azt is megmondtuk, hogy az ellenfél valamilyen lépésére melyik méas lépéssel kell valaszolnia.)

2. Az els6 megoldas gondolatmenete a feladat elsG részére minden nehézség nélkiil atvihets p¥ g alaka szamokra,

ahol p és ¢ kiilonb6z6 primek, k& > 1 természetes szam. Ilyenkor a kezdd jatékosnak p*~1g® !-gyel kell kezdenie a



jatszmat, az ellenfél tovabbi lépéseire a szimmetrikus péarjat kell mondani. Ilyen szimmetrikus parok a p*¢® és p*q~,
0<s<k-—1.

3. Amennyiben a feladatban 1000 helyett tetszéleges n-et mondunk, és elkészitjiik a feladathoz tartozo héalozato-
kat, ugyanagy, ahogyan azt a II. megoldasban tettiik, akkor az igy kapott halézatok is kielégitik a II. megoldasban
megfogalmazott feltételt. Igy a feladatban leirt jatékokat 1000 helyett tetszéleges n-nel elmondva, tovabbra is igaz,
hogy a kezd§, ha iigyesen jatszik, mindig nyer. Azonban most meg tudtunk adni stratégidt is: hogyan jatsszon a kezdd
ahhoz, hogy nyerjen. Altaldban ez eddig még nem sikeriilt: csak azt tudjuk, tud {igyesen jatszani, hogy hogyan, azt
még nem. (Hasonl6 problémaval foglalkozik Varga Tamas: Osztojatékok c. cikke. Lasd ,,El6 Matamatika 1.7 161-178.
old.)

4. A II. megoldasban leirt halézatban definidlhatjuk két pont minimumat, valamint maximumat. Két pont mini-
muma az a pont, amelyik kisebb mind a kett6énél, és amire igaz az, hogy ha valamely pont kisebb a megadott két
pontnal, akkor kisebb a két pont minimumanal. Hasonldéan definidlhaté két pont maximuma is. Egy halézatban nem
feltétleniil sziikséges, hogy barmely két pontnak legyen minimuma és maximuma. Ha viszont ez teljesiil, a hal6zatot
hdlonak nevezziik. Az 1., 2. és 3. abran lathato halozatok egyuttal halok is. A halok igen fontos szerepet toltenek be a
matematika legkiilonb6z6bb agaiban, a halmazelméletben, logikdban, valoszintségszamitasban, gépi matematikaban,
a matematikai fizikiban. Egy héloban két pont, a és b minimumét a N b-vel, maximumat a U b-vel jelolik. Ha egy
héaléban tetszéleges a, b, ¢ elemekre

an(bUc)=(anb)U(aNc)

igaz, akkor a halot disztributiv hdlonak nevezik, (mert a disztributiv tulajdonsag is teljesiil). Az abrakon lathato halok
egyike sem disztributiv. Ha egy disztributiv haléban van legkisebb pont, amit 0-val, legnagyobb pont, amit 1-gyel
jeloliink, valamint minden a ponthoz van a’ pont, amire a Na’ = 0 és a Ua’ = 1, akkor a halét Boole-algebranak
nevezzik, George Boole (1815-1864) angol matematikus utan, aki el6szor vizsgalta az ilyen strukturakat. A Boole—
algebrak szoros kapcsolatban vannak gondolkodasunk leirasaval.



