A megoldashoz a kovetkezd elvet hasznaljuk fel: abbol indulunk ki, hogy az (1) egyenletnek van olyan z, y, u, ¢
megoldasa, melyre © = y = v =t = 0 nem teljesiil. Ekkor az Gsszes ilyen megoldasok kozott kell 1éteznie (legalabb egy,
de lehet hogy tobb) olyan megoldasnak is, melyben x, y, u, t abszolut értékei koziil a maximalis a lehets legkisebb.
Tekintsiink egy ilyen megoldast. Ennek segitségével konstrudlunk egy olyan masik, 2, 3/, «’, t' megoldast, melyben
tovabbra sem lesz mindegyik tag nulla, és abszolut értékiik csokken. Ezzel méris ellentmondésra jutottunk: feltettiik,
hogy =z, y, u, t volt a legkisebb megoldas, mégis talaltunk kisebbet.

Az 6tlet megvalositasdhoz azt az egyszerd tényt hasznaljuk fel, hogy ha két négyzetszam Osszege oszthatd harom-
mal, akkor a négyzetszamok kiilon-kiilon oszthatok harommal. Ez egyszertien abbol kovetkezik, hogy négyzetszamot
harommal osztva csak nulla vagy egy maradékot kaphatunk:

(3k)2 = 9k (3k £ 1)2 = 3(3k2 £ 2k) + 1.

Két, nulla vagy egy maradéku szdm Osszege csak akkor adhat nulla maradékot, ha mindkét maradék eredetileg is nulla
volt.

Tegyiik fel tehat, hogy x, y, u, t az a bizonyos legkisebb megoldéas, amelyben nem mindegyik szam nulla. Feladatunk
olyan z’, 3/, u’, ' megoldast késziteni, melyben tovdbbra sem lesz mindegyik szdm nulla, de a szamok abszolit értékei
csokkennek.

1974 = 3 - 658, azaz 1974 harommal oszthaté. Ez (1) szerint azt jelenti, hogy z? + 32 is oszthatdo harommal.
Elsbbi megjegyzésiink szerint ekkor 2% és y? is oszthat6 harommal, ami csak tgy lehetséges, ha az alapok is oszthatok
harommal:

(2) x =37, y=3y.
Ezt (1)-be irva:

92"% 4+ 9y'? = 3 - 658(u? + %)
(3) 3(2" + %) = 658(u? + t2).

De 658 nem oszthaté harommal, igy (3) csak tgy allhat fenn, ha u? + t? oszthaté harommal. Ismét elébbi megjegyzé-
siinket alkalmazva u és t is oszthatdé harommal:

4) u=3u, t =3t

Ezt (3)-ba helyettesitve
2 +y? =3 658(u? +t'?).

Lathatjuk, hogy ', ¢/, u/, t' is kielégiti az (1) egyenletet. Masrészt (2) és (4)-bol lathato, hogy abszolutértékben
csokkent mindegyik szam, és x, y, u, t koziil valamelyik nem volt nulla, akkor a megfelels vesszGs parja sem lesz nulla.

Ezzel a keresett kisebb megoldast elGallitottuk. A megoldés elején emlitettek szerint ez pedig valoban azt jelenti,
hogy az egyenletnek az r = y = u =t = 0 kiviil mas egész megoldasa nincs.

Megjegyzések. 1. A megoldasban hasznalt elvet ,végtelen leszallas” elvének, descente infinie”-nek szokas nevezni.
Az elnevezés arra utal, hogy tulajdonképpen az ellentmondést abbol kaptuk, hogy a pozitiv egész szamokon nem
tudunk ,yvégtelen sokaig lefelé menni”, el6bb-ut6bb el kell jutnunk az 1-hez. Ez az elv a teljes indukcié mellett az egyik
leggyakrabban hasznalhaté modszer, amikor egész szamokra kell valamit bizonyitani. A végtelen leszallas elve bizonyos
értelemben a teljes indukcid megforditasa: mig a teljes indukci6 ,felfelé bizonyit”, azaz kisebb értékekrdl egyre nagyobb
értékekre, addig a végtelen leszallas lefelé tagad” nagyobb értékekbdl készitiink ellenpéldét kisebb értékekre. A két elv
igy egymasnak mintegy kiegészitGje, de kapcsolatuk annyira szoros, hogy mindegyiket a mésikboél be lehet bizonyitani.

2. A megoldas masodik részében azt hasznaltuk ki, hogy ha 3 osztdja két négyzetszam Osszegének, akkor osztoja
kiillon-kiilon is a négyzetszamoknak. Ez a tulajdonsiga nemcsak a 3-nak, hanem altaldban minden (4k — 1) alakua
primszamnak is megvan. (Lasd példaul Hajos-Neukomm-Suranyi: Matematikai Versenytételek, II. rész, 61. oldal.)
Mivel 1974 primtényez6s felbontasa 2 - 3 - 7 - 47 és itt 3-n kiviil 7 és 47 is (4k — 1) alakt primszam, 3 helyett 7-t vagy
akar 47-t is mondhattunk volna.



