(1) a® +b% =10 - b2 + 100.
Alakitsuk at (1)-et a kovetkezs modon:
a® = b*72(10 — b?) + 100.

El6szor azokat a megoldasokat keressiik, amelyekben (10 — b%) > 0, azaz b = 1, 2 vagy 3. Az elsé esetben (2)-bol
a = 109 adddik, tehat maris van egy megoldasunk: a = 109, b = 1.
A masodik esetben (2)-bél

(3) a?=6-2""2 4100

2a—2

egyenletet kapjuk. Mivel 6 - pozitiv, itt csak 10-nél nagyobb értékek johetnének széba a-ra, de

a? < 2%, ha a >4,

ami 2% < 1,5-2%+100 = 6-2°"% 4100 miatt azt jelenti, hogy (3)-nak nincs gydke a természetes szamok korében. A (4)
alatti allitas bizonyitdsanak az érdekében elGszor megjegyezziik, hogy ha a = 4, akkor (4) két oldala éppen egyenld.
Ett6]l kezdve, ha a értékét eggyel noveljiik, a jobb oldalnak az értéke kétszeresére nd, a bal oldalnak a novekedése
viszont ennél lasstubb:

(a+1)° a®+2a+1 - a’ + 3a - a® + a?

2 = 2 2 =2

a

Mivel tehat a = 4 mellett (4) két oldala egyenls, a = 5 mellett a bal oldal méar kisebb a jobb oldalnal, és ettdl kezdve
az is marad.
A harmadik esetben b = 3 helyettesitéssel (2)-bdl az

a a a

(5) a® =372 4100

egyenletet kapjuk. Itt ¢® > 100 miatt @ > 4, a = 5, 6 mellett a két oldal nem egyenls, a = 7 viszont Gjabb megoldast
ad, ez a masodik gyoke (1)-nek: a =7, b= 3. Ha a > 8, (5) bal oldala kisebb a jobb oldalnal, hiszen a > 8 mellett

(6) a® < 3%72,

Ezt ugyantgy lathatjuk be, mint (4)-et: a« = 8 mellett (6) mar igaz, és ettdl kezdve, ha a értékét 1-gyel noveljik, a
jobb oldal értéke megharomszorozodik, és a bal oldal névekedése ennél lassibb:
(a—|—1)3_a3—|—3a2—|—3a+1<a3—|—3a2—|—4a<a3—|—4a2 2a3
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Ezzel a (10—b%) > 0 eset vizsgalatat befejestiik. A (10—b?) < 0, azaz b > 4 eset vizsgalatat kezdjiik a kis értékeinek

a vizsgalataval. Ha a =1, (1) a
10
b=—+4+99
b +

egyenletet jelenti. Ennek nyilvan nincs gyoke a természetes szamok korében. Ha a = 2, (1)-bél a
(7) 2b 12 =110

egyenletet kapjuk. Itt 2° < 110 miatt b < 6, ekkor viszont 2° + b < 26 4 62 = 100, tehat (7)-nek nincs gydke a
természetes szamok korében. Végiil, ha a > 3 és b > 4, akkor a (2)-vel ekvivalens

a® +b272(b? — 10) = 100
egyenletnek nincs gyoke, hiszen a bal oldalon
a’ > 3* =81, b2 > 4, b? — 10 > 6,

igy a bal oldal értéke legalabb 81 +4 -6 = 105.
Osszesen tehat két megoldast kaptunk, az a = 109, b =1, és az a = 7, b = 3 értékparokat.



