I. megoldas. A 2" hatvany végzGdései n > 3 esetén rendre 6, 2, 4, 8, 6, 2, .... Ehhez belatjuk, hogy 2"
minden n-re ugyanarra a jegyre végzédik, mint 2":

ontd —on . 9% — 9 . 16,

A szorzat utols6 jegye a tényezdk utolso jegyétdl fligg csak. A 2™ utolséd jegye mindig péaros, s ha a 0, 2, 4, 6, 8
szamokat 6-tal szarozzuk, a szorzat ugyanarra a szadmjegyre végz&dik, mint maga a szam. Ezzel allitasunkat igazoltuk.
Ha n = 4k, akkor 2" utolsé jegye 6, tehat a feladat allitdsa helyes.
Han=4k+1i (i =1, 2, 3) alaka, 2" utolsé jegye 2, tehat a feladat allitasa azt jelenti, hogy
2i(2n — 29)
— (i=1, 2,3
10 (=12 3)

oszthaté 6-tal. _
Elég belatni, hogy 2" — 2* t6bbszorose 3-nak, hiszen méar tudjuk, hogy
on — 2t
10

egész szam. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
2n _ 27, — 24k7+7, _ 27, — 27,(247{} _ 1) — 21((24)]6 _ 1),

s mivel (a” — b™) mindig oszthaté az alapok kiilonbségével, (24)* — 1 mindig oszthaté 15-tel. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik.

II. megoldas. Teljes indukcioval megmutatjuk, hogy ha k tetszéleges természetes szam, akkor 2% = 104 + 6,
ahol A-t 3-mal osztva l-et kapunk maradékul, és 2471 = 10B + 2, 2%%+2 = 10C + 4, 2***3 = 10D + 8, ahol B, C, D
oszthaté 3-mal. Konnyen lathato, hogy a feladat allitasa ebb6l mar kovetkezik. Ha k =1,

24k — 16, 24k+1 — 327 24k+2 — 64, 24k+3 — 128,

tehat allitasaink helyesek. Tegyiik fel, hogy méar belattuk azokat valamilyen természetes k-ra, és legyen m = k + 1.
Akkor
24m — 2. 24k+3 — 92(10D 4 8) = 10(2D + 1) + 6,

ahol D a mar bizonyitott allitas szerint oszthat6 3-mal. Ez viszont épp azt jelenti, hogy2?™ = 10A4; + 6 alaku, ahol
Aj-et 3-mal osztva 1-et kapunk maradékul. Tovibbmenve kapjuk, hogy

24m+l — 9. 94m — 9(10A4; +6) = 10- (24, + 1) + 2,
tehat 29T = 10B; +2, ahol B; oszthat6 3-mal, hiszen 2A4;-et 3-mal osztva mar 2-t kapunk maradékul. Ennek alapjan
2im+2 — 9. 94mtl — 2(10B; +2) = 100, + 4,
ahol C = 2By, tehat C is oszthatoé 3-mal, és
2im+3 — 9. 94m+2 — 9(10C, +4) = 10D, + 8,

ahol D, = 2C1, tehat D; is oszthatd 3-mal. Zarddott a kor, 6sszes allitdsunkat belattuk m-re, és ezzel egyben minden
természetes szamra is belattuk azt.



