I. megoldas. Kiséreljiik meg ellenpéldat adni az allitasra, vagyis az
A, B, ..., F pontokat azzal a kiegészité kovetelménnyel kiszinezni, hogy a tiz kis haromszog egyikének se legyen mind
a harom csicsa mas-mas szind. Azt fogjuk belatni, hogy ez nem lehetséges, és ez fogja bizonyitani a feladat allitasat.
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1. dbra

A kiegészité kovetelmény — masképpen: az éllitassal valo szembehelyezkedés — célszerii lesz. Ugyanis az eredeti
el6iras csak csekély korlatozast jelent a szinezésben (csupan az oldalfelezs pontok részére zéar ki egy-egy szint), vagyis
megforditva: sok lehet&séget enged a szinek valasztédsaban; de féleg azért, mert sok munkat igér avval, hogy minden
egyes szinezés végeztével addig kell ellendrizniink kis haromszogeit, mig taldlunk koztiik egy, az Allitas szerint 1étez6
Hharomszinid” haromszoget. A kiegészité kovetelményt viszont mar a szinezés folyamén, az abra részleteiben érvényre
lehet juttatni, s6t éppen azt varjuk, hogy igy egyetlen szinezést sem lehet majd befejezni; nem végziink tehat hidbavaléd
munkat, vagy legalabbis kevesebbet.

A Kkiegészit6 kovetelmény melletti szinezés lehetetlen volta néhény haromszog megfelels szinezése utan abbol fog
kititk6zni, hogy az utolsénak (vagy mésok utan) szinezendd pont szaméra a benne 6sszefutd haromszogek egyike-méasika
tiltja egyik-egyik szin alkalmazasat, és tobb ilyen haromszog egyiittesen mind a 3 szint letiltja.

Az oldalfelez6 pontok lényegében kétféleképpen szinezhetdk:

L. egyiittvéve két szinnel, ha ti. a haromszog valamelyik csicsanak szinét mindkét onnan kifuté oldal felez6pontja
orokli, a szemben levs oldal felezGpontja pedig a tovabbi két szin egyike;

IL. agy, hogy A, B, C mindegyike més szint.

Az 1. lehetGségre példa, ha A =S = B és C = K (roviden az egyenlSség jelével rendeljiik hozza a ponthoz a szin
kezdébetijét, 2. abra).
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2. dbra

Minden mas ilyen, azaz 2 szint hasznalo lehet8ség visszavezethets erre, az dbra 120°-os elforditasaval vagy tengelyes
tiikkrozésével. Ugyanis nem valtoztat a feladaton, ha az ABC és DEF héaromszogeket szabalyosaknak tekintjiik, a
tobbieket egyenls szartiaknak, hiszen a kovetelmények szempontjabdl nem lényeges, hogy a megindulasban hol van
a K, a P, az S csucs, helyettiikk akir X, Y, Z szint vagy akar harom kiilonb6z6 jelet is irhatnank. Ezt roviden igy
mondjuk: a feladat szimmetridi alapjan elég a valasztott példaval foglalkoznunk; itt szimmetrian tagabb értelemben a
szinek egyenrangusagat is értjiik.

A 2. abran az F pont az FPK haromszog miatt nem lehet S, kiilonben a haromszég haromszini lenne; tovabba
hasonléan F' az F'PS haromszog miatt K sem lehet, tehat arra kényszeritettiik magunkat, hogy F-et P-re fessiik.
Folytatolag a DFK = DPK haromszog miatt D # S, a DKS haromszog miatt D # P, tehat egyedil D = K
lehetséges. Igy pedig E a ESD = ESK, EDF = EKP és EFS = EPS haromszogek egyidej figyelembevételével az
el6zetes megjegyzés szerint szinezhetetlen.

Az oldalfelez6 pontok II. tipust szinezése mellett A szine meghatarozza B-ét, majd C-ét is (vagy el6bb a C-ét,
utana a B-ét), a szimmetria alapjan elég az A = K, B =S, C' = P esettel foglalkozunk (3. abra, itt a még meglevs
forgasi szimmetria miatt kissé lassabban jutunk elére).



3. dbra

Az FK S haromszog miatt ' # P. Ha E = K volna, akkor az EF'S = K F'S haromszog miatti F' # P, és az F.SP
haromszog miatti F' # K letiltasbol F' = S kovetkeznék, és D szinezhetetlenné valna a DK P, DPF = DPS, DFE =
DSK haromszogek miatt. Eszerint mar csak E = S-t6l remélhetd megoldas. A szinek szimmetridjat felhasznélva
ugyanigy kapjuk azt, hogy csak F' = P és D = K lehetséges, igy pedig a DEF haromsz6g haromszind.

Ezzel az el6rebocsatottak szerint a feladat allitdsat bebizonyitottuk.

II. megoldas. Hosszabbnak igérkezik a szinezést a teljesen szabad D, E, F pontokkal kezdeni, mégis révidebben
ériink célhoz, egyszertibben iitkoziink bele A, B vagy C' szinezhetetlenségébe. — Az I. megoldashoz hasonlban itt sem
engediink meg haromszind haromszoget, vagyis minden kis haromszogben megkoveteliink legalabb egy szin-ismétlédést.

Mivel a DEF haromszog szimmetrikusan fekszik a K.SP haromszoghoz képest, és a szinek eddigi felhasznalasuk
szerint is egyenrangtiak (mindegyik szinnel 1 pont), azért a D EF haromszogben ismétl6ds szinnek barmelyiket valaszt-
hatjuk, legyen ez K. Erre azonban nem festhetdk egyiitt F és F', mert igy (1. abra) a SEB = SKB ésa PFB = PKB
haromszogek miatt B # P és B # S, holott B szinének a feladat kdvetelménye szerint vagy P-nek vagy S-nek kellene
lennie. (Eddig D szoba sem jott, tehét lehetetlen a D = E = F = K szinezés is.)

Igy D-nek kell kéknek lennie, tovabba E és F egyikének. D = K alapjan az abra a K szin szempontjabol szim-
metrikus a K B tengelyre, ezért elég F = K-val probalkozni. Ekkor a SEB = SK B haromszoghdl B # P, tehat az
eredeti kovetelmény szerint B = S; az FBE = FSK és FBP = FSP haromszogekbdl F' = S; végill a CPF = CPS
és CDF = CK S haromszogekbsl C' nem festhets egyik eldirt szinére sem. Nem lehet tehat mindegyik pontot szinezni,
ha nem engediink meg haromszinti haromszoget.

II1. megoldas. A feladat allitasat indirekt aton igazoljuk. Tegyiik fel, hogy van olyan szinezés, amikor nincs olyan
kis haromszog, amelynek mind a hdrom cstcsa kiilonb6z6 szint. Nevezziik PK oldalnak egy haromszog olyan oldalat,
amelynek egyik végpontja piros, a masik kék. Szamoljuk le kétféleképpen a PK oldalakat tgy, hogy mindegyiket
annyiszor vegyiik szamitasba, ahanyszor fellép valamelyik kis haromszog oldalaként.

a) A PK oldalak szama paros, hiszen ha egy kis haromszognek van PK oldala, akkor pontosan két ilyen oldala
van, mert ekkor cstcsainak szinezése vagy P, P, K vagy P, K, K.

b) A PK oldalak szama paratlan, mert a nagy haromszog keriiletén pontosan egy PK oldal van, és belsejében
minden PK oldal pontosan két hdromszog révén jon szamitasba.

A kapott ellentmondés azt bizonyitja, hogy mindig van legalabb egy olyan kis haromszog, amelynek mind a harom
cstcsa kiilonb6z6 szind.

Megjegyzés. Az elmondott gondolatmenet alkalmazasaval a feladat sokkal altaldnosabb feltételek mellett is meg-
oldhato, lasd a pontversenyen kiviili P. 180. probléma késébb kozlend6é megoldasat.



