A természetes szamok koziil a 4-nek az utodja a definicié b) része szerint 0, ez nem természetes szam, igy tovabbi
leszarmazottja nincs, a 4-re tehat az allitas szo szerint nem igaz. Ez azonban feloldédik, ha igy értelmezziik a feladatot:
a leirt médon minden szadmbél el lehet jutni — mégpedig egyértelmien, hiszen minden természetes szam egyet és
csak egyet teljesit az a)—c) foltételek koziil — a 4-hez, és a 4-bgl ,indulva” viszont mar helyben is vagyunk. Ekkor
pedig az allitas egyenértékd azzal, hogy a 0 is minden természetes szdmnak leszdrmazottja. Ezt bizonyitjuk annak
megmutatasaval, hogy minden N szdmnak (tovabb szamon kizarolag természetes szamot értiink) van néla kisebb, az
a)—c) lépések véges szamu alkalmazasaval adodo leszarmazottja. Igy ugyanis véges szamu lépéssel jutunk el N-bol a
0-hoz, hiszen az N-nél kisebb szamok szédma véges (és véges szamu szam Osszege véges).

Allitasunk nyilvanvalo, ha N utolsé szamjegye 0 vagy 4-es, ekkor kozvetlen leszarmazottja, az utéda éppen 0,1 N,
illetSleg kisebb is 0,1 N-nél, hiszen a 4 elhagyasa két 1épésben is gondolhat6: 0-t frunk a helyére — mar ez is csdkkentés
— és ezt hagyjuk el.

N-nek minden més végzédése esetén csak a c) lépésnek egyszeri vagy tobbszori alkalmazasa utan kapunk O-ra
vagy 4-esre végzGds leszdrmazottat, de a megduplazésok szama — a 9-esre végz6ds N-ek kivételével — legfoljebb 3, igy
a 9-es végzGdestdl eltekintve minden szam negyedik leszarmazottja kisebb, mint N - 2°/10 = 0,8 N, és ez megfelel
allitdsunknak.

Valéban, ha N utols6 jegye 5-0s vagy 7-es vagy 2-es, akkor utéda O-ra, illetve 4-esre végz6dik, tehat masodik leszar-
mazottja nem nagyobb, mint 0,2 N. Minden més végz8déshol csak a 4-es végzodést érhetjiik el (az els csokkentésig):
az l-es és 6-os végzddéshbdl egy duplazassal 2-es végl, 2 duplazassal 4-es végl szamot kapunk, és hasonléan a 3-as és
8-as végliekbdl 3-szori, 2-vel vald szorzéassal.

A hatralev 9-esre végz6dsé N-bol indulva, els6 izben 4-szeri duplazéds utan (8-as, 6-os, 2-es végzédési leszarma-
zott utan) alkalmazhatjuk a csokkent6 b) lépést, igy az 5. leszarmazottrol, Ns-r6l az eddigiek mintajara csak ezt
mondhatjuk: kisebb, mint N -2%/10=1,6 N.

Mondhatunk azonban egy 1j megallapitast is: N = 10k + 9 esetén Nj utolsé jegye paros. Ugyanis Ny = 2* N
oszthato 16-tal és 4-esre végzodik, igy
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egész szdm, tehat paros.

Ha marmost N5 végén 0, 4, 2 vagy 6 all, akkor a fentiek szerint c)-nek legfoljebb kétszeri alkalmazasa utén vagy
a b) vagy az a) lépés végzendds, tehat legkés6bb a 3-mal késobbi, a 8. leszarmazottig kapunk egy olyat, amely kisebb,
mint 0,4-1,6 N = 0,64 N, és ez megfelel allitasunknak.

Ha viszont N5 végén 8-as all, akkor az eddigieket ismételve a 4-gyel kés6bbi leszarmazottra, Ng re egyrészt Ng < 0,8
N5 <0,8-1,6 N =1,28 N, masrészt Ng utolsd jegye paros.

Legutobbi meggondolasunk legfoljebb kétszeri megismétlésével most mar célba ériink. Ha Ng végén nem 8-as all,
akkor N2 < 0,4 Ng < 0,512 N, ha pedig 8-as, akkor N13 < 0,8 Ng < 1,024 N és N3 utolsé jegye paros, igy legkésébb
a 17. lépésig mar olyat kapunk, mely kisebb 0,8 - 1,024 N-nél, ami kisebb, mint N.

Osszefoglalva: a 9-esre végz6ds szamoknak legkésébb a 17. leszarmazottja kisebb naluk, minden més végzGdési
szamnak pedig legkésébb a 4. leszarmazottja. Ezt akartuk bizonyitani, ebbdél az el6rebocsatottak szerint kovetkezik a
feladat allitasanak az a kovetkezménye, hogy minden természetes szam leszarmazottainak sorozata 0-val végzddik.

Megjegyzések. 1. A sorszamra talalt 17-es felsé korlat nem csokkenthets. Van ugyanis olyan szam, melynek az elss,
néla kisebb leszarmazottja a 17. sorszam, ilyen az N = 6249.

Ko6nnyd utdnaszamolni, hogy minden k természetes szamra a 6250 k — 1 szintén ilyen tulajdonsaga. k = 25 esetén
a 4-nek a sorszama a leszarmazottak kozt: 54.

2. Lényegében ugyanezek a tények voltak alapjai az NSZK 1973. évi matematikai versenye egyik feladatanak: 4-bél
kiindulva az a)-c) alakitdsok megforditasaval minden természetes szamhoz el lehet jutni.



