I. megoldas. 1. Bebizonyitjuk a kovetkezs segédtételt: A tetszbleges T1ToT3Ty négyszog ToTs és T4T1 oldalegyene-
sei messék egymaést egy U pontban, T1T3 és ToT}y atloi egy U'-ben, igy T3Ty akkor és csak akkor parhuzamos 1) Ts-vel,
ha az UU’ egyenes felezi a T1T» oldalt.

Huzzunk parhuzamost U'-n &t a T1T» oldallal, jeldljiik a T Ty és a T»T3 oldallal valdé metszéspontjat Vig-gyel, ill.
Vag-mal, az UU’ egyenesnek a T1 Ty és a T3Ty oldallal valoé metszéspontjat Vig-vel, ill. Vas-gyel (1. abra).
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Ekkor az U, Ty, T3 cstcsu szogek szarait dtmetsz6 parhuzamosok alapjan mindenesetre
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Ha most még T1T5||T5Ty is fennall, akkor (2) és (3) jobb oldalai egyenlSk, ezért a bal oldalak nevezdi is egyenldk:
U'Vig = U'Vas, igy az (1)-beli széls6 tortek nevezdi is egyenldk, Vio felezi T1To-t, ami allitdsunk elss része (és ekkor
persze Vay is felezi T5Th-et, U’ felezi Vi4Vas-at).

Ha viszont, a V1211 = V1215 egyenlGséget tessziik f6l, akkor az (1)-beli els6 és utols6 szamlalo is egyenld, ezért (2)
és (3) bal oldalai is egyenldk, ezért jobb oldalaik egyenlGségét folhasznalva
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a széls6 ardnyokbol 1-et — 1-et levonva
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tehat T1T5||T5Ty; ezzel segédtételiink masodik részét is bebizonyitottuk.

2. Jelolje feladatunkban E és G az SO egyenesnek rendre az AB-n, C D-n levs pontjat, F' és H az AB-vel O-n at
htuzott parhuzamosnak rendre az AD-n, BC-n levé pontjat, jeloljik tovabba az FH, FG egyenespar metszéspontjat
J-vel, az EF, GH parét K-val. Ekkor segédtételiink els6 része szerint F felezi AB-t, tovabba O az FH-t, G a CD-t
felezi, hiszen foltevés szerint AB||CD||FH. Igy pedig segédtételiink mésodik részét az FHJK négyszogre alkalmazva
K J||FH||AB, hiszen e négyszogben a két atlo metszéspontja G, a KF, JH oldalegyenesparé E, az EG egyenes O-ban
felezi az F'H oldalt.

Ezek szerint ha AB||CD és az S pont létrejon (vagyis AB # CD), akkor a kérdéses egyenes mindig parhuzamos
AB-vet.

Kiss Emil (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., II. o. t.)

Megjegyzések. 1. Ha segédtételiinknek csak az els§ felét bizonyitjuk (sha AB||CD, akkor EA = EB, GD = GC
és DF = OH”), akkor megoldasunkat igy fejezhetjiik be. Messe a CD egyenes EH-t L-ben, EF-et M-ben, ekkor
GL =GM, és
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a GFH és GJK haromszogek kozéppontosan hasonlok, tehat JK||FH||AB. (Tehat lényegében itt bizonyitjuk segéd-
tételiink masodik részét.)

2. Tobbek ismert tételként hivatkoztak a segédtétel elss részére. A korabbi tankényvben valoban szerepelt ez, de a
jelenlegiben nem. (Emiatt adtuk bizonyitasat mar az 1244. gyakorlatban is, K. M. L. 39 (1969) 62. oldal.) Egyébként
az AB =2 - DC esetben O az ABS haromszog silypontja és SO az AB-hez tartozé stlyvonal.



A segédtételt szemléletesen, igy is kimondhatjuk: ha AB||CD és AB # CD, akkor az ABCD trapéz ferdén
szimmetrikus a szarak S metszéspontjat az atlok O metszéspontjaval 0sszekots egyenesre, 2 megfelel6 pont 6sszekdts
egyenese parhuzamos AB-vel, és a koztiik levd szakaszt az SO egyenes felezi.
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3. Bizonyitasunkban a trapéz szarai és atloi nem jatszottak egymastol lényegesen kiilonb6z6 szerepet. A bizonyitas
érvényes a 3. abréra is — amelynek kiindulasa a 2. abraétol csupan a C és D folcserélésében kiilonbozik (vagyis itt
ABCD hurkolt trapéz). Konnyen adodik az 6sszehasonlitasbol az a sejtés, hogy a JK- szakasz felezGpontja éppen S,
és hogy J, K rajta van az AC, ill. BD atlon; ezek bizonyitasat ajanljuk az olvasonak.

II. megoldas. Ha ABCD szimmetrikus trapéz, akkor az SO egyenes éppen a szimmetriatengely, merGleges az
alapokra, az alakzatot elGallité pontok egyenesek, is tiikros parokba kapcsolhatok, és igy a kérdéses egyenes dnmagénak
a képe, mer6leges OS-re, parhuzamos az alappal. Eszerint tiistént készen vagyunk tennivalonkkal, ha talalunk olyan
transzforméciot, amely barmely ABCD trapézt szimmetrikus trapézba visz at (és a tovabbi szerkesztG lépéseket
meghagyja).




4. dbra

Vegyiink evégett az AB egyenesen at egy, az alakzatunk « sikjatol kiillonbozs S sikot és benne az AB szakasz felezd
merGlegesén egy S* pontot — amely nincs rajta magan az AB szakaszon is — és vetitsiik ra alakzatunkat 8-ra az SS*-gal
parhuzamos vetits egyenesek felhasznalasaval. Mivel igy az ABS haromszog képe az ABS™ egyenl szart haromszog,
elég azt belatnunk, hogy a CD egyenes C*D* képe parhuzamos AB-vel. Valoban, a CC*, DD* parhuzamos vetit§
egyenesek gamma sikja a-t C'D-ben, 8-t C*D*-ban metszi, és ha AB-nek és C* D*-nak volna egy kozos X pontja,
ez o, (3, v mindegyikében benne volna, tehat AB-nek és C'D-nek kozos pontja lenne, amit kizartunk. Igy pedig a
C*D* egyenes az ABS™ egyenl$ szard haromszogbdl szimmetrikus trapézt metsz le. Most mar J*K*||AB, J*K*
visszavetitése a-ra a JK egyenes, és ez ugyanugy parhuzamos AB-vel, amint azt C*D*-rol lattuk. Ezzel az allitast
bebizonyitottuk.

(Harom egyezs — tehat nem versenyszeri — dolgozat Gtlete alapjan; egyébként kidolgozasuk egyforman hibés is.)
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Megjegyzés. Ha A, B, C, D négy pont, semelyik harom sincs egy egyenesen, az AC és BD, az AD és BC, az AB és
C D egyenespar metszéspontja rendre O, S, ill. R, az OS egyenes kozos pontja AB-vel és CD-vel E, ill. G, az OR egye-
nesé AD-vel, BC-vel F,ill. H, akkor az EF', GH és az EH, FG egyenesparok J, K metszéspontjai altal meghatarozott
egyenes azonos az RS egyenessel (5. abra). Ezt az allitast az Gn. projektiv geometridban egyszertien bizonyitjak. Az ab-
ra mindegyik egyenesén a megbetlzott 4 pont in. harmonikus pontnégyest alkot, az altaluk meghatarozott szakaszok
koziil kettG-kettének az aranya egyenls, pl. AE : BE = AR : BR (és igy persze AE : AR = BE : BR). Az ér-
dekl6d6knek ajanljuk Vigassy Lajos kovetkezd Kozépiskolai Szakkori Fiizeteit: Geometriai transzformaciok; Projektiv
geometria.



