1. Megmutatjuk, hogy az adott ABC = H szabalyos haromszog belsejében kétféleképpen lehet kijelolni a feladat
els6 mondata szerinti harom pontot. Ebb&l mindjart adédik a kérdés magyarazataul, hogy a két tanulé a két kiillonbozs
pontharmasbeli tavolsdgokat adta meg; csak azt kell majd még belatnunk, hogy a két pontharmas &ltal meghatarozott
tavolsagok kiilonboznek egymastol.

Rajzoljuk meg a BAC, CBA, ACB szbget negyedels egyeneseket és jeloljiik a szemben levé BC, C'A, AB oldallal
valo metszéspontokat az A, B, C forgasi irany szerint rendre A;-vel, B;-vel, C; vel (i = 1, 2, 3).

A keresett pontharmas pontjait a H cstucsaival 0sszekots egyenesek csak e 9 egyenes koziil valok lehetnek, tehat
csak olyan pontok johetnek szoba, amelyeken harom ilyen szégnegyedel megy at. Vannak ilyen pontok, hiszen AA,,
BBy, CCy a H szimmetriatengelyei és mindegyik tengelyre vonatkozoan a tobbi negyedeldk tiikros parokat alkotnak,
és igy a tengelyen metszik egymast. Az AA, tengelyen van a BBy, CCs par, a BBy, CCy par és a BB3, CC; par
metszéspontja, jeloljik ezeket rendre Q;-gyel, P-vel, R;-gyel. Hasonléan kapjuk a BBs tengelyen a Q2, P, Rs és a
CCs-n a Q3, P, R3 a harmas metszéspontokat.

E 7 ponttal felsoroltuk a szognegyedelSk Gsszes harmas metszéspontjat. Elég belatni ehhez a szimmetridk alapjan
azt, hogy valamelyik széls6 negyedelén, pl. AAj-en nincs tovabbi harmas metszéspont. A rajta eddig megallapitott
Ry-t és Qs-at B-vel 0sszekots egyenes a BBy, ill. BBs, igy a B-bdl indulé negyedelsk koziil mar csak a BBp-gyel valo
T metszéspontja johet szoba. Ez azonban BBj-nek az AB és AAs kozti BQ1, szakaszén van mint belsé pont, ezért
BCT< < BCQ<« = 15°, tehat T-n nem megy at negyedelGje az AC B szdgnek; ezt akartuk belatni.

A talalt 7 harmas metszéspont mindegyike rajta van a H valamelyik tengelyén, P pedig mind a harom tengelyen
rajta van. Igy P semelyik Q;-vel vagy R;-vel (i = 1, 2, 3) nem tartozhat egy, a feladat szerinti pontharmasba, kiilénben
a pontharmast A-val, B-vel, C-vel 6sszek6tve nem kapnank meg H-nak mind a 9 szognegyedelGjét, pl. ha P a Q1-gyel
tartozna egy pontharmasba, akkor vagy AA;- et vagy AAs-at nem kapnank meg.

Hasonloan adodik, hogy @1 nem tartozhat egy pontharmasba sem R;i-gyel (AAs miatt), sem Ro-vel, sem Rs-
mal (CCs, ill. BBy miatt). A Q1, Q2, Q3 = H, pontharmas viszont el6allitja H-nak mind a 9 szognegyedelGjét.
Ugyanigy kapjuk az Ry, R, R3 = H, harmast és azt, hogy t6bb megfelelg pontharmas nem allithaté Ossze a 7 harmas
metszéspont koziil. Ezzel a megoldas elején kimondott allitast bebizonyitottuk. A H-nak P koriili 120°-os forgasi
szimmetridjabol az is kovetkezik, hogy mind a H,, mind a H, ponthirmasok egy-egy szabalyos haromszog csicsai.

2. Attérve az elore jelzett szamitasra, a H,, H, szabalyos haromszogeknek csak egy oldalat kell kiszdmitanunk.
Ezek egyenlSk a koréjiik irt kor PQq, ill. PRy sugaranak V/3-szoroséaval.

PQ1, a PBAy derékszogl haromszogben a B-nél levs szog felezGjével kettévagott P Ay oldalnak része, és e harom-
szog oldalai BAy = 1/2, AyP = AAy/3 = /3/6 és PB = 2AA,/3 =/3/3.
Ezért

PQl . QlAQ =PB: AQB,
PQ; : (PQl + Q1A2) = PQ.,: PA; =PB: (PB + AQB),
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BCR; a szerkesztés szerint egyenls szard derékszogi haromszog, igy

PQ, = PA; 1.

PRy = A3R; — AoP = BAs — AoP =
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Ezekbdl az elére bocséatottak alapjan
Q1Q2 = V3-PQ1 =2 - V3(=0,268),

3 1
RiRy =3 PR, = g ~ 5 (=0,366),

és eredményeink igazoljak a megoldas elején a kérdés magyarazatara kozolt elgondolasunkat.

Megjegyzés. Ha a feladat nem kérdezte volna a lehetséges szameredményeket, akkor a 2. pont helyett elég lett volna
ezt mondanunk: H, és H, haromszdgek oldalainak ardnya a nyilvanvaléan hasonlé AQ3Q2 és ARy R3 haromszogekbdl

Q3Q2  AQ3 1
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mert Q3 benne van az ABP haromszogben, AQs része az ARy-nek, tehat Q3Q2 # RoRs3.



