Jeloljik az ABC = H haromszog magassagpontjat M-mel, az AB1Cy, a BC1A; és CA; By haromszog adott
magassagpontjat pedig rendre As-vel, Ba-vel, Ca-vel.

1. Ha H-ban a C cstucsot M-re cseréljiik, az 4j, ABM haromszog talpponti haromszoge ismét A1 B1C1 lesz, hiszen
M-nek és C-nek AB-n lev vetiilete azonos, és AB; | BM, BA; | AM alapjan az A és B cstucsoknak a szemkozti
oldalon levs vetiilete By, illetve A; lesz. (1. abra).

1. dbra

A mondottakbol az is kovetkezik, hogy az ABM haromszog magassagpontja C. Kivétel csak az az eset, ha H-ban
A-nél vagy B-nél derékszog van, hiszen ekkor az A, B, M pontok nem hataroznak meg haromszoget. Ha viszont H
nem derékszogl, akkor az A, B, C', M pontok kiilonb6zsk, és barhogy valasztunk ki e négy pont koziil harmat, az
ezek altal alkotott haromszog magassagpontja a negyedik, és e haromszog talpponti haromszogének a helyzete nem
fiigg attol, melyik harom pontot valasztottuk az A, B, C, M kozil. (A 3 talppont szerepe azonban cserélédik.) Ha H
hegyesszogt, akkor az ABM, BCM, C AM héaromszogekben M-nél tompaszog van — pl. AM B < = 180° — ACB <« —,
ha pedig H-ban valamelyik csticsnél tompaszog van, akkor azt M-re cserélve hegyesszogli haromszoget kapunk.

Ha H hegyesszogl haromszog, akkor magassagvonalai az A; B1Cy = H; talpponti haromszogben szogfelezs egye-
nesek, hiszen a keriileti szogek és a meréleges szart szogek tételei alapjan példaul Aj-ben: AA;1Ch < = ACCY <« =
ABB; < = = AA1B; < ennélfogva H oldalai pedig Hi-nek kiilsg szogfelez6i. Ha H-ban — mondjuk C-nél — tompaszog
van, akkor az ABM haromszog hegyesszogi, tehat ennek a magassagvonalai lesznek Hp belss szogfelelezsi, vagyis
Hi-re nézve az AC, BC oldal belss, az AB pedig kiils6 szogfelezs. Ezek szerint ha H nem derékszogi, akkor az Aj,
By, Cy, M pontok kiilonboz6k, nincs koztiik hdrom egy egyenesen levs pont, és M a H; haromszog oldalegyeneseit
érint6 valamelyik kor kézéppontja, H csticsai pedig a méasik harom érint6kor kézéppontjai.

2. Az AB;C; haromszog A-ban Osszefuto oldalai a H-ban is oldalak, ezért As magassagpontja a By-en at C'Cj-
gyel, Ci-en at B Bi-gyel parhuzamosan hazott egyenesek metszéspontja, tehat By A; parhuzamos és egyenlé M C1-gyel,

i
ugyanigy C1As# M By, masképpen mondva: az M Ay vektor az M By, M C; vektorok Osszege (2. abra):

MA, = MB, + MCh.




Hasonl6an
MBy = MA, + MCq, és MCy = MA; + MB;.

Meérjiik fel M-bol kiindulva az (ml + ]\ﬁl + Wl) vektort, legyen a végpontja O, az MO szakasz felezGpontja

pedig F'. Ekkor
J\ﬁ: %(ml +m1 +m1) = %(ml +JW42),

tehat I’ az Ay Ay szakasz felezGpontja, és hasonléan mutathaté meg, hogy F' a By Bs, C1Cs szakaszokat is felezi.

Ezek szerint az A3 BsCy = Hs haromszog az F' pontra vonatkozo tiikorképe a Hi-nek, és O az M tiikorképe.
Ezek alapjan O a Hjy oldalegyeneseit érinté 4 kor valamelyikének a kozéppontja, H csicsainak az F-re vonatkozo
tiikorképe pedig Hs tovabbi harom érintGkorének a kozéppontja. A centralis szimmetriabol az is kovetkezik, hogy F' a
Hjy haromszogbd6l ugyantugy allithato els, mint H;-bél:

O?: %(O—/>12+O?2+072)

3. Ezek szerint ha az As, Bs, Cy pontok kiilonbozsk (és nincsenek egy egyenesen), akkor a szerkesztés menete a
kovetkezs. Megrajzoljuk az As BoCo haromszog belss és kiilsé szogfelezbit, a kapott négy metszéspont koziil egyiket
O-nak valasztjuk, a masik harom koziil az OAs, OBy, OCs egyeneseken levst pedig rendre Og-val, Op-vel, O.-vel
jeloljiik. Majd tiikrozziik O-t a ByCy szakasz felez6pontjara, kapjuk az A; pontot; az A; Ay szakaszt megfelezziik,
kapjuk az F pontot. Végiil az O,0,0. haromszoget F-re tiikrozve kapjuk a keresett ABC' haromszoget.

4. Ezzel az eljarassal négy kiilonbozs, a kovetelményeknek megfelels haromszoget kapunk. (A 2. és 3. 4bran ezek
koziil egyet—egyet rajzoltunk meg.

3. dbra

Valoban, a szerkesztés szerint az 0,00, haromszog talpponti haromszoge As B2Cy, magassagpontja O, és

1 1
OF = 5@@+&L) - 5((?12—1-0?2—1-(%2).
Legyen a Bs, C3, O pontok F-re vonatkozo tiikorképe By, Cy, M, akkor a tiikrozés alapjan az ABC' haromszog
magassagpontja M, és talpponti haromszoge A1 B1C1, tovabba

J\ﬁ:%(ﬂﬁd\ﬁl +m1).

Ebbdl pedig a 2. pontban mondottak szerint kbvetkezik, hogy az AB;Cy, BC1 Ay, C' A1 B1 haromszogek magassagpontja
rendre az adott Ay, Bs, Cy pont.

5. Ha tehat az eredeti H haromszo6g nem derékszogt, az adott harom magassagpont mindig valédi Hy haromszoget
hataroz meg, és egy valodi (nem elfajult) Ho haromszogbdl négy kiilonbozé H haromszoget allithatunk vissza. (Az
»eredeti” H haromszoget csak akkor tudnank egyértelmiien rekonstruédlni, ha azt is tudnank réla, hogy van-e tom-
paszoge, és ha van, melyik cstcsanél van az. Ehhez hozzaértjiik, hogy az adott harom pont meg van betiizve, azaz
szerepiik el6re meg van hatarozva.)

6. Ha H-ban — mondjuk a C csicsnal — derékszog van, akkor az A1, By, M pontok azonosak C-vel, tehat az A1 B;C
haromszdg harom csticsa azonos. Igy a Cy magassagpont nem értelmezhets, Ho nem jon létre. Az adott magassag-
pontokbdl eszerint csak akkor szerkeszthetiink megfelel§ haromszoget, ha azok valodi haromszoget hataroznak meg.

LA két abran az Az, Bo, Co pontharmas egybevago, csak az abrak takarékos beallitasa érdekében mashoz képest el vannak forditva.



(Akkor sem mondhatunk mast, ha C = A; = By esetén Ca-t C-vel azonosnak definialjuk. Ekkor ugyan megengedhetd,
hogy Hs két csuicsa — mondjuk Ag és By — azonos legyen, de ekkor végtelen sok megfelel6 H haromszog van, ezek egyik
csucsa a Ca-vel azonos C, a masik kett6t pedig egy tetszdleges, a Co-n atmend merdéleges egyenespar metszheti ki az
AsCo-re As-ben emelt merdleges egyenesbdl.)



