I. megoldas. I. Legyenek a kivant N szam szamjegyei rendre jo, j1, j2, - - - , jo, €szerint a k szamjegy jg-szor fordul
elg. Masféle jegye nem lehet (a tizes szamrendszerben felirt) szamnak, igy a jegyek egyiittes szama egyrészt annyi,
mint a szamjegyek Osszege, masrészt az el6iras szerint tiz, tehat

j0+]1++_]928210

Megmutatjuk, hogy nem léphet f6l N-ben sem 7-es, sem ennél nagyobb jegy. Foltéve ugyanis, hogy van ilyen —
jeloljiik h-val, vagyis h > 7 — akkor is csak jg szerepét kaphatja, mert mar a h = j; szerepben is legaldbb egy h jegyet
és h db l-est jelent, ami nem kevesebb, mint 14. Ha pedig a h jegynek jo szerepét adjuk, akkor a zérusnal nagyobb
jegyek szama 10 — h, és ez legfoljebb 3. Koziiliik egyik maga h, egy masik j5,, aminek az értéke pontosan 1, végiil emiatt
1 is pozitiv, és tobb pozitiv szamjegy részére még h = 7 esetén sincs helyiink, azaz j, = 0, ha k > 1, és k # h. Amde 7;
értékének legalabb 2-nek kell lennie, hiszen j; = 1 ellentmondas, amikor j;, értéke is 1; masrészt j1 < s — (jo +jn) < 2,
tehat j, = 2, és igy jo is pozitiv, holott mar zérus all a helyén. Allitasunkat ezzel bebizonyitottuk.

Lényegében ugyanez a meggondolas egy megfelelé N szamot ad, ha h értékét 6-ra csokkentjiik. Igy ugyanis 10—h = 4
helyre kell zérusnal nagyobb szamjegyet irnunk, és ezek: jo = 6, jg = 1, tovabba az el6bbi ellentmondas feloldodik, ha
71-ként 2-t irunk be, mintegy elSlegként, arra gondolva, hogy az igy beirt 2-es cimén jo szerepét adjuk az el6legezett,
a masodik 1-esnek. Ezek szerint N =62 1000 1 0 0 0-ben egy megfelel§ szamot talaltunk, és ezzel eleget tettiink a
feladatbol a tizes szamrendszerre vonatkozo résznek.

IT. Mivel az n alapd szamrendszerben n-féle szamjegyet hasznalunk:
0,1,2,...,(n — 1), azért mindegyik fajta szamjegy eléforduldsi szamat csak ugy tiintetheti {61 maga a szam, ha je-
gyeinek szdma legalabb n. Masrészt tobb sem lehet n-nél, eszerint a feladat altalanositasa: ,Keressiink az n-alapu
szamrendszerben olyan n-jegyt szamot, amelyben a j-edik szamjegy (j < n) azt mutatja, hanyszor szerepel a szamban
a (j — 1)-es szamjegy”.

Konnyt ellendrizni, hogy a kovetkezd szam mindig megfelel:

N,=(n—-4)2100...01000
——
n—7 db

(ami n = 10 esetén éppen a fenti N-et adja), hacsak a kozbiilsé zérusok szama teljesiti az n — 7 > 0, azaz n > 7
kovetelményt, ekkor ugyanis (n — 4) = jp > 3, és ez mint szdmjegy nem valtoztathatja meg ji és jo értékét.

n = 6 esetén N,, ben (n — 4) = 2, emiatt az eddigi j,—4 = 1 jegy ugyanarra a helyre keriilne, ahol a j» = 1 all,
tehat az eddigi j; = 2 nem érvényes, de akkor jo sem, ez tehat ellentmondas. A megoldas I. részéhez hasonléan be
lehet 1atni, hogy a 6-os szamrendszerben mas megoldasa sincs a feladatnak. (Ugyanis jo 4+ j1 + ... + jn—1 = n és nem
fordulhat el h = n — 3, sem nagyobb jegy.)

Hasonléan kapjuk, hogy n = 5 esetén N5 = 21 200 az egyetlen megoldas, n = 4 esetén kénnyen adédik két megoldas,
1210 és 2020, végiil n = 3 és n = 2 esetén nincs megoldas.
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Megjegyzés. Az 1. rész folytatasaval konnyen belathato, hogy a tizes szamrendszerben nincs tobb megoldas N-re.

II. megoldas. I. Jeloljiik a keresett szam els6 jegyét zp-lal, a masodikat x1-gyel, és igy tovabb, végiil a tizediket
xg-cel. E jegyek Osszege annyi, ahany jegy Osszesen van, tehét

(].) I0—|—I1—|—I2—|—...—|—{E9:10.

Kiszamithatjuk a jegyek Osszegét masképp is: a k-val egyenls jegyek osszege k -z (K =0,1,2,...,9), tehat

(2) O-zo+1-z14+2-2204+...+9 29 = 10.
Ezekbasl
(3) $0:I2+2I3—|—...—|—8I9.

Legyen roviden xo = k, akkor a k-val egyenls jegyek szama legalabb 1, vagyis x; > 1. Igy k = 0 ellentmondéasra
vezet, tehat k > 0. Jeloljiik (3) jobb oldalan a (k — 1)z-t6l kiilonb6z6 tagok Gsszegét S-sel, ekkor (3) ekvivalens a

k=S4 (k—1)xg
egyenlettel. Ebbdl rendezve és szorzatta alakitva
(4) S+k—-—1Dx—1)=1

és a bal oldal mindkét tagja nemnegativ egész szam; tehat koziilikk az egyik 1, a masik 0.
a) Amennyiben

(5) S =1, és igy (k—1)(zx—1)=0,



akkor (3) jobb oldalabol (k — 1)x-t elhagyva a visszamarado tagok Osszege 1. Ez csak gy lehet, ha
(6) o = 1,

és emiatt k # 2, tovabba a tobbi tag 0-val egyenld. (6) szerint legalabb egy 1-es van, és 1 = 1 mellett még egy 1-es
volna, ami ellentmondéast jelentene, igy

Ebbsl k =1 (azaz o = 1) mellett az 12100 ... 0 szdmot kapnank, ami nem felel meg. Ha k # 1, akkor k > 3 és
(5) szerint

(8) Tk = 1,

tehat az x1, z9, ..., x9 jegyek kozott a (6), (7), (8) alattiak kiilonboznek 0-tol, igy

Az igy kapott 62100 0 10 0 0 szam megfelel a feladat kovetelményeinek.
b) Ha pedig
(10) S=0 és (k=1 (zx—1)=1,

akkor k =z = 2, és

vagyis ¥3 = ... = x9 = 0. Igy (3)-bol zg = 2, (1)-b6l 21 = 6 kdvetkezik, a 2 8 2 0...0 szdm azonban nem megoldas.
Tehat feladatunknak egyetlen megoldasa a 6210001 000 szam.

IT. Az n alapu szamrendszerben olyan zoz; ...x,_1 szamot keresiink melynek a jegyei kozott a j-vel egyenlGek
szama z; (j = 0,1,2,...,n — 1), Ekkor a fentiekhez hasonléan juthatunk el a (4) egyenletig, melybdl az a) esetben
ismét (5), (6) és (7) kovetkezik. A k = 1 értéknek megfelels 12 1 0 ... 0 szdm csak n = 4 mellett ad megoldast. Ha
k # 1, akkor ismét (8)-at kapjuk. Az xg + x1 + 2 + 2, = k + 4 Osszeg értéke k > 3 miatt legalabb 7, tehat ezekbdl az
értékekbdl csak n > 7 mellett kapunk megoldast. Ha n > 7, (9) helyett a

(93‘) k:$0=n—4

feltételt kapjuk, és az

(12) {xozn—él, r1=1,290=2, z3=...=x,_5 =0,

Tn—4 = 17 Tp-3=Tp2=2Tp_1=0

szamjegyek. megfelel§ szamot hataroznak meg.
Az altalanos esetben a b) feltételb6l ugyancsak k = xo = 2 és (11) kovetkezik, tovabba x1 értékére (n — 4)-et
kapunk. Az

To=2, 1 =n—4, xo=2, x3=...=2p_1 =0

szamjegyek azonban csak n =4 és n = 5 mellett adnak megoldast.

Ha tehat n = 2,3, 6, akkor a feladatnak nincs megoldéasa, n = 4 mellett két megoldasa van: 1210 és 2020, n = 5
mellett egy megoldas van: 21200, n > 7 Mellett ugyancsak egy megoldds van, amelyet a (12) alatti szamjegyek
hataroznak meg.



