I. megoldas. El6szor leirjuk a halozat felhasznaland6 tulajdonsagait. A szabalyos hatszog szogei 120°-osak, ezért
minden csomoépontb6l 360° : 120° = 3 db egységszakasz — él — indul ki, éspedig a halozatra alkalmasan ratett
oraszamlap 0 Oras, 4 és 8 6ras osztopontjaba mutaté sugarakkal parhuzamosan, vagy az ezekkel ellentétes iranyu (6,
10 és 2 oras) sugarakkal parhuzamosan. Az el6bbieket Cy, az utobbiakat Cg tipust csomoknak nevezhetjik. Minden
csomoépont 3 szomszédja vele ellentétes tipusa. Barmely két ellentétes tipusd csomo6 élharmasa egymasnak tiikkorképe
a két csomo kouti szakasz felezGpontjara nézve (1. abra), ennélfogva a veliikk szomszédos 3-3 csomodpont is egymasba
megy at, a mondott tiikrozéssel, és tovabbmenve ugyanez az egész haldzatra is all.

1. dbra

Megmutatjuk, hogy ha a halézatnak egy az A-bol B-be vezetd utvonala tartalmaz olyan két parhuzamos egység-
szakaszt, melyeken a haladéasi irdny ellentétes, akkor ennél az atvonalnal rovidebb ttvonal is vezet a halézat mentén
A-bél B-be (2. abra).

2. abra

Legyen az U = A...CDEF...GHJK ...B utvonalban szerepls6 DE és HJ él parhuzamos, bejarasuk pedig
ellentétes iranyu. Ekkor D és J egyezs tipusi csomok, E és H veliik ellentétes tipusuak. S mivel még DE = JH,
azért a DEH J négyszdg paralelogramma, ennek kozéppontjara tiikrozve U-nak EF ... GH részét, a JEF'...G'D kép
minden egyes egységszakasza éle a halozatnak. Eszerint az A...CDG’... F'JK ... B ttvonal a hal6zat mentén halad,
masrészt 2 egységgel révidebb, mint U. Allitasunkat bebizonyitottuk.

Eszerint a feladat foltevése — hogy ti. A és B kozt nincs 20 egységnél rovidebb ut — egyértelmi azzal, hogy a bogar
altal hasznalt ttvonalat a csomokkal egységvektorokra osztva, benne legfoljebb 3 kiilonb6z6 iranyd vektort taldlunk.
Es mivel A-t6] B-ig valtakozva ellentétes tipusi csomopontokon haladtunk at, azért a lehetségesnek talalt 3 irany koziil
egyik a Cy, egy masik a Cg tipust csomok irdnyai koziil valé. A harmadik irdny — ha egyaltalan van 3 irany — ismét
valamelyik csomoétipus irdnyai kozé tartozik, ezért egy legrovidebb utvonalban a mésik tipust csomok 3 iranya koziil
csak egy szerepel, ezekbdl a csomokbol mindig ugyanabban az iranyban kellett tovabb haladnunk. Igy az A-bél B-be
vivé 20 (vagyis paros szamu) egységnyi uton vagy a paratlan sorszamu, vagy a paros sorszamu élek bejarasi irdnya
mindenesetre egyezik. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

A sorszamokra kimondott megallapitas tobblet az allitashoz képest, de nyilvanvald, hiszen két egymas utani egy-
ségnyi lépés irdnya nem lehet egyezd. Azt is latjuk, hogy az allitas akkor is érvényes, ha 20 helyett barmely (pozitiv)
paros szamot mondunk. (Ha viszont az utvonal hossza paratlan szam, akkor az allitdsnak nyilvanvaloan nincs értelme.)

Megjegyzések. 1. A 3. abra a C csomdpontbdl 2, 4 és 6 egységnyi ttvonallal elérhetd csomopontokat mutatja.




3. dbra

Mindegyik ilyen csomét a hozza legkdzelebbi ugyanilyen csoméval 6sszekdtve olyan szabélyos hatszdgeket kapunk —
C-vel mint kézépponttal —, amelyeknek oldala rendre 1-szer, 2-szer, 3-szor akkora, mint az eredeti hatszoges haloszem
rovidebb atloja. E hatszogek barmelyik oldalanak egy csomojiba tgy jutunk C-bél, hogy rendre 1, 2, ill. 3 lépésben
az illet6 oldalra merélegesen haladunk; igy a hatsz0g cstucsaiba vivé (legrovidebb) ttvonalakon csak két irdnyban
mozgunk, valtakozva. A beirt szimharmasok azt adjék, hogy az addigi 6 1épés koziil rendre hany volt parhuzamos az
oraszamlap 0-6, ill. 4-10, ill. 8-2 atmérgjével.

2. Konnyt leolvasni azt is a 3. Abrarol, hogy a halozat két pontja kézott dltalaban tobb olyan ttvonal lehetséges,
amelynél nincs révidebb. A most mondott hatszogek csticsaiba azonban csak 1 ilyen vezet. — Azt is mutatja a szemlélet,
hogy barmelyik legrovidebb ttvonalnak minden éle mentén a szokésos értelemben is kozelebb jut a bogar a végponthoz,
minden élnek van komponense ebben az irdnyban.

II. megoldas. A hélozat egyes szakaszainak harom kiilonb6zs allasuk van, az azonos allastiak egymaéssal parhu-
zamosak. Fessiik ki a halozat szakaszait harom kiilonboz6 szinnel, pirossal, kékkel és fehérrel dgy, hogy az azonos
allastiak szine azonos legyen. (A 4. abran a piros szint pontozott, a kéket kettds, a fehéret folytonos vonal jeldli, alabb
a tipusokat kezd&betijiikkel — p-vel, k-val, f-fel — jeloljiik.)

Ha le akarjuk irni a halézat valamely dtvonalat, elegend6 annak kezdépontjat megadni, és ettsl kezdve az egyes
utszakaszok tipusét felsorolni abban a sorrendben, ahogy végigmegyiink rajtuk. (Példaul a 4. abra nyilakkal jelzett
AB utvonalanak a leirdsa: (A) kfk pkp fpf kfp.) Ha megadjuk a p, k, f betik egy tetsz6leges sorozatat, az tetszo-
leges kezdSpont-valasztas mellett megadja a halézat egy lehetséges utvonalat, hiszen a halézat minden utelagazasanal
mindharom allasa szakasz egyszer és csakis egyszer fordul eld.

Vizsgaljuk meg, hogyan allapithatjuk meg egy ttvonal ilyen leirdsa alapjan, hogy az legrévidebb-e a végpontjait
Osszekotd (héalozati) utvonalak koziil.

a) Egy minimalis atvonal leirasaban nem fordulhat el6 ugyanaz a beti kétszer egymés utan, hiszen ez azt jelentené,
hogy ugyanazon az utszakaszon oda-vissza megyiink végig. (Az ilyen bettiismétlést tartalmazo utleiras rovidithetd
azzal, hogy a kettGsen el6fordulo betiit elhagyjuk.) Tehat egy minimalis utvonal leirdsdban a szomszédos betiik mindig
kiilonbozbek.

b) Altalanositjuk az a) alatti szabalyt. Sorszamozzuk meg az ttleirasban eléforduld bettiket az ut kezdetétsl 1-
gyel, 2-vel, 3-mal s i.t. (Példaul az el6bb emlitett utvonal 6todik szakasza k.) Azt éllitjuk, hogy egy minimalis atvonal
leirdsaban az azonos betiikhoz rendelt sorszdmok paritdsa megegyezik (azaz vagy csupa paros, vagy csupa paratlan
sorszamuk van az azonos bettiknek). Tegyiik fel allitasunkkal ellentétben, hogy egy minimadlis ut leirdsaban van olyan
beti, amely paratlan és paros sorszammal is el6fordul. Legyen mondjuk ez a k bett, akkor van az utleirasnak egy olyan
része, amely mondjuk egy paratlan sorszamui k-val kezd&dik, egy paros sorszamu k-val végzddik, és e két k kozott mas
k nem fordul els. (A példabeli atvonal szamozasa a kovetkezs:

k fk pkop fpf kE fp

123 456 789 10 11 12
ennek az 5, és a 10. betije kozti része ilyen.) Az a)-szabaly szerint e két k betd kozott a p és f betik felvaltva
kovetik egymést, mondjuk a p betlk sorszdma paros, és az f-eké paratlan. Jeloljiik az els6 k betilinek megfelels
utszakasz kezddpontjat C-vel, végpontjat D-vel, a masodik k szakasz kezdSpontjat E-vel, végpontjat F-fel. A C, D,
E, F pontok egy téglalap csicsai a felsorolasuk sorrendjében, hiszen a szomszédos (p, f) utszakasz-parok kezdd és
végpontjat 0sszekots egyenes merdleges a k-val jelzett utszakaszokra, és a D és E kozotti utvonal ilyen (p, f) parokbol
all. E téglalap C és F csicsa viszont 0sszekothets a CD ... EF ttvonalnal két egységgel révidebb (C), f,p,..., f,p
utvonallal is, amely annyi (f, p)-parbol all, ahény (p, f) par kototte 6ssze a D és E pontokat. A vizsgélt atvonal tehat
nem minimalis, eredeti allitdsunkat ezzel bebizonyitottuk.

Ezek alapjan a feladat allitdsanal altalanosabban azt bizonyitjuk, hogy ha a halo valamely A és B csomopontja
kozti minimalis dtvonal paros sok tutszakaszbol all, akkor az utszakaszok fele azonos tipust. Valéban, ezeknek az



utszakaszoknak a fele péaratlan, fele paros sorszamu. A b)-szabaly szerint a k-val jelzett utszakaszok mindegyike vagy
paros vagy paratlan sorszamu. Legyenek ezek — mondjuk — paratlan sorszamuak. (A menetirany megforditasaval
mindenesetre elérhet ez.) Ha méarmost a p-vel és f-fel jelzett utszakaszok mindegyike paros sorszamu, akkor az
utszakaszok fele k-val jelzett. Ha pedig van koztiik paratlan sorszami, akkor minden paros sorszamu utszakasz a
maésik szinnel jelzett, az allitds ebben az esetben is igaz.



