I. megoldas (szerkesztéssel). A feladat foltevései tavolsagi aranyokat és egy szoget tartalmaznak, és a kérdés is
szogre vonatkozik, igy az alakzat tetszés szerint nagyithato.

Folvéve tetszblegesen az AB atfogot és kijelolve D, E harmadold pontjait gy, hogy AD = DE = EB, a C csucs
mértani helye egyrészt az AB atmérGji k Thalész-félkor az AB egyenessel kettévagott sik egyik, I félsikjan, masrészt
az AD szakasz. ACD< = 7, nyilasu iy latokorive, és a DE szakasz DCE<{ = 7y nyilasu io latokorive, ugyancsak az F
félsikon (1. abra, lasd a 20. oldalon).

1. dbra

1. Ezek szerint ha ~; adott, akkor C' megfelel helyzetét k-nak és i1-nek az A-tol kiilonb6z6 kdzos pontja adja, és
vo a CD, CFE félegyenesek kozti sz0g. A szerkesztés helyessége nyilvanvalo. Eljarasunk egyértelmien megadja ~yo-t,
termeészetesen a nyilvanvalo 0° < 1 < 90° esetre szoritkozva, ekkor ugyanis i1-nek A-beli ¢; félérintGje — az érintGjének
F-beli félegyenese tompaszoget (180° —~1-et) zar be az AB félegyenessel, ezért i1-nek van pontja k-n kiviil, D végpontja
viszont beliil van a k-n.

Meggondolasunk és szerkesztésiink akkor is érvényes, ha v;-et igy értelmezziik, hogy D a B-hez kozelebbi harma-
dolopontja az atfogdnak, igy azonban mas lesz o értéke. Itt jegyezziik meg mindjart, hogy v; hatarozta meg maganak
az ABC haromszognek a hegyes szogeit is.

2. Ha pedig 72 adott, akkor C-ként k és i k6z0s pontjai jonnek tekintetbe, és v a C' A, C'D félegyenesek kozti sz0g
lesz. A kozo6s pontok szama 2, 1, ill. 0 aszerint, hogy 42 metszi vagy érinti k-t, ill. hogy minden pontja k belsejében van.
k-nak és is-nek kozos szimmetria tengelye az AB és DFE szakaszok f kozos felez6 mer6legese, igy a mondott érintés
csak f-nek k-n levé M pontjaban lehetséges. Ezt felhasznélva k és i5 k6z6s pontjainak szama aszerint lesz 2, 1, ill. 0,
hogy 72 kisebb, ill. egyenld, ill. nagyobb, mint a DM E <, vagyis annak az egyenld szari haromszognek a szarszoge,
melyben az alap és a magassag aranya (AB/3) : (AB/2) = 2 : 3. Mas szoval, aszerint, hogy

2 > 1 s o > apo
(1) 5 Zarctgg (= 0,322 radian = 18°26'), 2 = 36°52".
Két kozos pont, C és C esetén a szimmetria alapjan az ACD< egyenls a BCE<-gel. Mondhatjuk tehat azt is, hogy
C-re szoritkozva ACD< és BCE< a feladat mésodik részének 2 megoldasa, tovabba e két megoldas egyenls, ha C az
M-ben adodik, végiil nincs megoldas 7;-re, ha C-re sincs megoldas.
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Megjegyzések. 1. Konnyl utdnaszamitani, hogy -2 hatarszogét megadja a 3, 4, 5 egységnyi oldala (derékszogi)
haromszog legkisebbik szoge is.

2. Konnyen altalanosithatjuk a megoldast arra az esetre, ha ACB tetsz6leges adott szog; az (1) foltétel modosula-
sdnak vizsgalatat az olvasora hagyjuk.

3. Adott 1 esetében célhoz vezet a kovetkezG szerkesztés is. A C'A félegyenesre (ugyanazon oldalan) folmérjik
~v1-et, 0j szara CD (D a széar egy tetszbleges pontja) és az ACB ismert szoget (2. abra). D-n at parhuzamost htizunk
BC-vel, ennek metszéspontja C A-val D, ekkor Dq-et C-b6l 3/2-szeresére nagyitva kapjuk A-t, ennek titkorképe D-re
E, és ezzel megkaptuk a DC'E' szoget.




II. megoldas (szamitassal). Legyen D és E mer6leges vetiilete CA-n Dy, F4, igy CEy = E1Dy = CD1/2 és
EFE; =2DD; (1. abra), tehat

DD, EE,
(1) 8N =G, g (11 +72) CE, gM
tg(y1+72) —tgm  3tgm

tgy2 =t 1+72)—my = = .
872 = tg{(n+12) ~ ) L+tgy-tg(n+92) 1+4tgm

Adott v1 — természetesen 0 < 1 < 90° — esetén innen tg s pozitiv, és v2 — mint hegyes sz0g — egyértelmiien meg
van hatarozva.

Ha viszont 72 adott, akkor atrendezéssel

(2) 4tgry2 - tg®y1 — 3tgy1 +tgy2 =0,
3+ /9 — 16 tg2
tgy = g’Yz7
8tg 72

valds megoldas létezésének foltétele
9 3
(3) 9—16tg°y, >0 azaz O<72§arctg1,

és egyenl@ség esetén tgy; két értéke egyenls. Az egyenlStlenség teljesiilése esetén (1)-nek mindkét megoldasa, tgy; és
tg vy megfelel, mert pozitivok, hiszen (2) szerint dsszegiik is, szorzatuk is pozitiv:

! 1" 3 ! 1" 1
tgmn +tgy = Ttg s’ tgy - tgm = T

Azt is latjuk ezekbdl, hogy v + 1 a y2-nek potszoge:

tgy1 +tg
8 (01 +91) = I—tg) tg7)  tg

= ctg e,

tehat ) +v2+71 = 90°, vagyis adott v, esetén ~;-re ugyan két gyokot is kapunk, de ezek ugyanannak a haromszégnek
rész-szogei.

Amennyiben az atfogo pontjainak sorrendje A, E, D, B, ugy (1) helyére 4tg(y1 — 72) = tgy1 1ép, tgye =
(3tgv1)/(4 + tg?y1), ekkor ] + 71 — v2 = 90° (72 kétszer fedett), a szamitas hasonloan végezhets, a valos megoldas
létezésének foltétele — a szimmetria alapjan — ismét (3), csak egy megoldas van.

Megjegyzés. Konnyd belatni, hogy BOE< = -3 jeloléssel fennéll 3sin~y; - sinys — sinye = 0, ennek alapjan is
végezhetjiik szamitasainkat, eleve tudva, hogy 71 és v3 a feladat 2. részének 2. megoldéasa.



