I. megoldas. A keresett ABC haromszogben az adott oldal szerepét AB = = c-nek adjuk, igy az Osszegként adott
hosszusag s = BC' + CA = a + b lesz.

1. Kiindulunk egy kivant r sugarral leirt k korbdl, legyen a kdzéppontja O, megvalasztjuk rajta az A csics helyzetét
és ettdl ¢ tavolsagra kijeloljiik k-n a B-t; igy mér csak C-t kell meghataroznunk.

Most — a feladatot megoldottnak tekintve — forditsuk ra B-t C koriil AC' meghosszabbitasara, a B* helyzetbe (1.
abra, a bettik melletti indexeket csak kés6bb vegyiik figyelembe, az AB egyenestdl balra is, jobbra is egy-egy megfelels
haromszog lathato).

1. dbra

Igy egyrészt AB* = AC 4+ CB = s, masrészt a C'B*B haromszog egyenls szart, és C-nél levé kiilsé szoge v =
ACB« = §AOB<I. (Az utébbi szogbn a C-t nem tartalmazo AOB szogtartomanyt értjiikk, ami 180°-nal nagyobb is
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lehet, ha ti. C' a révidebbik AB koriven van.) Eszerint CB*B< = AB*B< = % = ZAOB<I, ismert.

Ezzel B*-ra két mértani helyet kaptunk: rajta van az A koriili, s sugara k* korén, masrészt az AB szakasz J
nyilasu ¢ latszogkorivén, az AB egyenesnek C-t tartalmazo partjan. A k* és ¢ kozos pontjaként kapott B*-ot A-val
0sszekots egyenes k-bol kimetszi C-t és ezzel a szerkesztést befejeztiik.

2. A végrehajtasra térve, megjegyezziik, hogy az i koriv D kozéppontjabol AB latoészoge 2- AB*B< = v = ACB<,
tehat D rajta van k-nak a C-t tartalmazé AB ivén, tovibba DA = DB miatt az AB oldal felez6 merglegesén is; @
tehat konnyen megrajzolhato.

3. Bebizonyitjuk, hogy a kapott ABC haromszog megfelel a kovetelményeknek. Valoban, cstcsai egy r sugara kor
keriiletén vannak; tovabba AB oldala egyenl6 az el6irt c-vel; végiil a C'B* B haromszog B*-nal levl szoge feleakkora,
mint az ADB< = ACB<, ami e haromszog C-nél leve kiils6 szoge; ezért ez a haromszog egyenls szard, tehat AC +
CB = AC + CB* = AB* = s, amint a feladat kivanja.

4. Az A cstucs megvalasztasa utan B létrejon, hacsak ¢ < 2r; egyenlGség esetén a két AB félkor koziil a szimmetria
alapjan barmelyiket valaszthatjuk D, majd C szdmara, és ha a haromszog a tovabbiak szerint létrejon, akkor C-nél
derékszog lesz. I Ha viszont ¢ < 2r, akkor a szerkesztés folytatasat egyarant meg kell probalnunk a nagyobbik AB
ivnek D; és a kisebbik AB ivnek D5 felezépontjabol kiindulva.

A Dy koriili, D;A = R; sugari i; koriv (j = 1, 2) mindenesetre létrejon. B} -ot tekintve, eleve sziikséges, hogy
d > c legyen, mésrészt k*-nak akkor és csak akkor van kozos pontja i;-vel, ha még s < 2R;, vagyis az AOF és AD;F
derékszogl haromszogek (F felezi AB-t) felhasznalasaval

(1) C<S§2Rj:2\/27”2:|:7”\/4’l”2—62,

specialisan ¢ = 2r esetén

(1a) 2r < 5 < 22

Amennyiben s = 2R;, akkor egy k6z8s B} pont van, C; azonosnak ad6dik Dj-vel — hiszen ekkor B} a k* és i; kozos
ADj tengelyén (atmeérSegyenesén) van —, a kapott haromszogben C;A = C;B = s/2 (ilyen az 1. dbran B esete). Ha
viszont s < 2R;, akkor helyzet szerint két kozos pontot kapunk (az 1. 4bran By és Bf/), a beldlik adodo két C; pont
azonban két egybevigo héromszogre vezet, tehit szdmunkra nem tekintends kiilén megoldasnak. Valoban, ekkor B}

és B; egymas tilkorképei AD;-re, igy

CJ/-ADJ'<I = B;< ADj<I = B;ADJ'Q = CjADj, O;DJ = Cij
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vagyis a két C; pont — és a két ABC; haromszog — tiikrds par az OD; tengelyre.

Ezek szerint ¢ < 2r mellett a megoldasok szama annyi, ahdny j indexre teljesiil (1), mas szoval ahény i; ivvel van
kozos pontja k*-nak, ez a szam lehet 2, 1 vagy 0; ¢ = 2r mellett pedig 1 vagy 0 aszerint, hogy s-re teljesiil-e (1a) vagy
nem. (A két kiilonb6z6 AB iven kapott C' pontok nem adhatnak egybevagd megoldasokat, hiszen C-nél levs szogik
kiilénb6z6.)

(Megjegyezziik, hogy az ABC' haromszog adodhat egyenld szarunak ugy is, hogy a és b valamelyike — vagy akar
mind a kett6 — egyenld c-vel. Ennek feltételét azonban nem keressiik, a CA = CB esetet is csupan szemléletesség
kedvéért emlitettiik meg.)

Megjegyzések. 1. A fentiekben példat adtunk egy szerkesztési feladat un. klasszikus” megoldasanak 4 f6 szakaszara:

1. Elemzés (kapcsolatok megallapitdsa az ismeretlen alakzat és az adatok kozott.

2. A szerkesztés végrehajtasanak részletei.

3. Bizonyitasa annak, hogy a szerkesztett alakzat megfelel az elGirdsoknak.

4. Diszkusszio: annak vizsgalata, hogy a szerkesztés az adatok kozti milyen nagysagviszonyok (egyéb kapcsolatok)
mellett végezhets el, és hogy esetenként hdny megoldas van.

— Ezek a 1épések természetesen a feladattol fliggen mddosulhatnak, el is maradhatnak.

2. Régebbi tankdnyvekben tipusfeladatként szokott szerepelni a haromszognek az a + b, ¢, v adathdrmasbol valo
szerkesztése. Tulajdonképpen ilyen az ! alatt emlitett is, hiszen abban korrél nincs sz6, nincs kiemelve, hogy az atfogo
egyszersmind a koriilirt kor dtmérGje. Ezeket az eseteket is b-nek a meghosszabbitédsara valé raforditasaval szokas
megoldani, amint ezt az elemet mi is folhasznaltuk. A fenti megoldassal szemben viszont eltérés, hogy ott a egyenesét
és rajta az s szakaszt roguitjik, egyik végpontjaban hozza v/2 szoggel hajlo félegyenest szerkesztiink és ezt elmetssziik
a masik végpont koriili ¢ sugara korrel, tehat mas sorrendben ,yvetjiik be” adatainkat.

Szamos megoldas érkezett erre az esetre valo visszavezetéssel. Ezekben nehézségként jelentkezik, hogy v megszer-
kesztéséhez elére fol kell venniink egy r sugard kort, de nem ez lesz a végiil kiad6dd haromszog koriilirt kore, és a
fontivel szemben kiilon gond annak a bizonyitésa, hogy a koriilirt kor sugara valoban r. Az is gyakori az ilyen megol-
dasokban, hogy v-ként csak a hegyesszoget veszik figyelembe — kiilonben a tompaszget a fenti elv szerint is el lehet
felejteni.

3. Felhivjuk az olvasoé figyelmét a 107. oldalon kozolt cikkiinkre, amely ugyanennek a feladatnak térbeli — dbrazolo
geometriai — meggondolasokon alapulé megoldasat tartalmazza.

4. Az alabbi megoldasvazlat mas érdekes kapcsolatokat hasznal, de a végrehajtas, a bizonyitds és a diszkusszid
hosszadalmas. A teljes kidolgozast az olvasora hagyjuk.

II. megoldas. (vazlat). Az 1. abra C AO héaromszogét probaljuk megszerkeszteni. Forditsuk el a C' BO haromszoget
és k-t C koril gy, hogy B az AC oldal meghosszabbitasara jusson, és jeloljik BO és k uj helyzetét ByOp-lal (By
azonos a fenti B*-gal).

2. dabra

Az elforditas mértéke a C-nél levs kiils6 szog: 180° — ~, amekkora az AB latoszoge Da-b6l, ha C-t a D; oldalan
varjuk, illetve D1-bél, ha Dy oldalan. Eszerint a fonti k, A, B, D; (j = 1, 2) rendszer folvétele utan megszerkeszthetjiik
egy 4j helyzetben az OCOy egyenls (r) szaru haromszoget, k-t és ko-t, és most olyan szel§ szerkesztését tekintjiik
célunknak C-n at, melyre a k-ba és kg-ba es6 hurok Osszege ByA = s.

Jeloljiik az AC' és C' By szakasz felez6pontjat G-vel, H-val és O vetiiletét az OgH egyenesen J-vel. Ekkor nyilvan
OJ = GH = s/2, ebbdl J az ismert OO szakasz f6lotti Thalész-koron kijelolhetd, és a kivant szel6 OJ-vel parhuzamos.
A szel6 C By szakaszat C koriil (180° — )-val visszaforditva kapjuk B-t.

Ekkor azt kell bizonyitanunk, hogy B réesik k-ra és hogy BA = c.

A végrehajtast (180° — «) helyén ~-val meg kell ismételni.

Megjegyzés. Ennek a megoldasnak C' a kulcspontja, de az ide el6zetesen elhelyezends (180° —~) sz6gh6z nem jutha-
tunk hozza A és B elobbi, ideiglenes — késbb karba vesz6 — folvétele nélkiil. C tehat ,nehéz” pontja a feladatnak. (Igy
jol lathatjuk, hogy az I. megoldasban nincs folosleges szerkesztési lépés, mindegyik adatunkat csak egyszer hasznaltuk.)



