I. megoldas. Jeloljiik a CF, DG (azaz HG) egyenesek metszéspontjat K-val, a trapéz szemben fekvé A, C és B,
D cstcsparjait 0sszekots egyenesek metszéspontjat M-mel, tovabba legyen AB = p és DC = q. A p = q esettel nem
kell foglalkoznunk, mert p = ¢ mellett, és ha még az ABCD = T trapéz konvex (azaz paralelogramma), az F, G és
H pontok mindegyike az A cstcsban adodik, tehat az allitds semmitmondod; ha pedig p = ¢ és T hurkolt (vagyis az
ABDC koriiljaras adna paralelogrammat), akkor az M metszéspont nem létezik. Az alakzatot konvex trapéz esetére
az la és 1b abrak, hurkolt trapéz esetére a 2a és 2b abrak szemléltetik a p > g, illetve p < ¢ nagysagviszony mellett.
Az utobbi megkiillonboztetésre amiatt van sziikség, mert az alakzat elGallitasdban és a bizonyitandé allitasban az A,
B, C, D csucsok mindegyike megkiilonboztetett szerepet jatszik (azaz A és D, valamint B és C' nem ekvivalensek).
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A szerkesztés szerint a KGF' és C BF haromszogek minden esetben hasonlok egyméashoz, agyszintén a HGA, CBA
haromszogek is. Ezek alapjan
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és azt kell bizonyitanunk, hogy ennek az aranynak az értéke 2.
Mivel az ABM és C'DM haromszogek hasonlok egyméashoz, azért
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Konvex T esetében M az AC szakaszon van, ezért E az AD szakaszon, F az AG szakaszon, igy AG = AF + FG =
|p — q|, ezért (2) alapjan

AF=-L_.a¢, ra=—1_.4c,
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és (1) utolso el6tti tagja céljara
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Masrészt a p > g, illetve p < ¢ nagysagviszony szerint:
FB=BG+GF=q+—L . |p—q
p+q

és mivel rendre |p — q| = £(p — ¢q), azért F'B, majd (1) utols6 tagja, majd (3) figyelembevételével (1) értéke mindkét
nagysagviszony esetére
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Hurkolt T esetében az M, E, F pont rendre az AC, AD, AG szakasz valamelyik meghosszabbitasan van: AG =
|AF — FG|, éspedig p < ¢ esetén az A-n tiali meghosszabbitéson, p > ¢ esetén a masikon. (2) alapjan
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aszerint, hogy p 2 ¢. Mésrészt F'B = FG + GB, tovabba mindenképpen AG = p + q. igy
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és ezekbdl a konvex T esetéhez hasonléan HG : KG = 2.
Ezzel az allitast minden szoba joves esetre bebizonyitottuk.

II. megoldas. Jeloljiik az /@ vektor irdnyaba mutaté egységvektort e-vel, az /@ vektor hosszat p-vel: E = pe.
Mivel a DC' vektor parhuzamos AB-vel, DC' is skalarszorosa e-nek: DC = ge. Ez a g negativ is lehet, ha ugyanis az
ABCD négyszog hurkolt, akkor E és D? ellentétes iranyiak. Legyen még zﬁ =zx-AD, E—]\Zf = ye, els6 lépésként
ennek az x és y szdmnak az értékét hatarozzuk meg.

Jeloljik az AC, BD &atlok metszéspontjat M-mel. Mivel M rajta van az AC egyenesen, Zﬁ\? = zﬁ + m az
/ﬁ = Xﬁ + Ea—nek egy u skalarszorosa, azaz

m:zrﬁ, $~E+y~e:u~/ﬁ+uqe.

A nem parhuzamos e és jﬁ vektorokkal minden vektort egyértelmten allithatunk els, tehat u = x, és y = ug = qz.
vl ot M a3 vt B » BB = BA + 41 = 4D - 48 »
Mivel masrészt M rajta van a BD egyenesen, azért a BM a BD = BA+ AD = AD — AB-nak egy v skalarszorosa:
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amibdl v =z és y = p(1 — ) kovetkezik. Tehat
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feltéve, ho + g # 0, kiilonben ugyanis AC||BD, és M nem jon létre. — A szerkesztés szerint EF||DG||BC, emiatt
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Jeloljiik a H-n atmend, AB-vel parhuzamos egyenesnek C'F-en és CG-n levs pontjait J-vel és L-lel, ekkor ﬁ azt a
szerepet jatssza a (p — q) és g alapokkal bir6 AGCD trapézban, mint EM = ye az ABC D-ben, igy
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kovetkezik. Tehat FFGJH paralelogramma, és az F'J 4tlo felezi GH-t, amint azt bizonyitani kellett.



