I. megoldas. Az allitas igaz a sorozat els6 tagjara (az n = 0, m = 1 esetén ad6do 3-ra), mert az valoban 2-vel
kisebb a 2. tagnal (az 5-nél). Tegyiik fel, hogy igaz az allitas a sorozat els6 k tagjara (k = 1), vagyis az els6 k tag Py
szorzata valoban 2-vel kisebb a sorozat (k + 1)-edik (vagyis az n = k mellett ad6dé m = 2" kitevéhoz tartozo)

arpr =22 +1

tagjanal. Ekkor az els6 (k + 1) tag szorzata:

k k k41
Poy1 =Py ap1 = (aps1 — agsr = (2° —1)(2% +1) =2 —1,
ami valoban 2-vel kisebb a sorozat (k 4 2)-edik tagjanal, vagyis az m = 28*! kitev6hoz tartozo (2™ + 1) szamnal.
Feladatunk allitasat ezzel minden k természetes szamra bebizonyitottuk.

Megjegyzés. TetszetSsnek latszik a kovetkezd bizonyitas: szorozzuk meg a
Pe=02" +1)(22 +1)-...- (22 +1)

szorzatot az 1-gyel egyenls (220 — 1) szammal. Ekkor az els6 tényez6t megszorozva (221 — 1)—et kapunk, ezzel a masodik
tényez6t megszorozva (222 — 1)-et kapunk, és igy tovabb, az utolsé el6tti tényezdt megszorozva (221671 — 1)-et kapunk,
végiil ezzel az utolsé tényezdt megszorozva (22k — 1)-et, ami valoban egyenld (ax41 — 2)-vel. A kozben mondott ,,és
igy tovabb” kotGszoveg azonban még nem bizonyitja azt, hogy ,,az utolso6 el6tti tényez6t megszorozva (227671 — 1)—et
kapunk”. Ezt az allitast ugyanigy teljes indukcioval kellene bizonyitanunk, mint ahogy a fenti megoldasban a feladat
allitasat teljes indukcioval bizonyitottuk: tegyiik fel, hogy a j-edik tényez6rél méar belattuk, hogy az el6tte kapott
szorzattal beszorozva (22] — 1)—et kapunk, akkor ezzel a most kapott szammal a (j + 1)-edik tényezst beszorozva

2i+1

(2¥ —1)(2¥ +1) =227 —1
lesz a szorzat értéke. Természetesen ha mar kell§ gyakorlatunk van a teljes indukciéval elvégezhetd bizonyitasokban,
akkor ez a lépés elhagyhato, nem kell ezt a lépést részletezni, mint ahogy nem szoktuk részletezni a megoldasok
maés, konnyen ellenérizhets, gondolatban kdnnyen elvégezhetd részét sem. Példaul nem érezziik szitkségét, hogy a fenti
szorzasok igazolasaul az (a 4+ b) - (a — b) = a? — b? azonossagra hivatkozzunk.)

II. megoldas. Végezziik el a
Pe= (22 +1)(2¥ +1)-...- (22 +1)

szorzést a tobbtagu kifejezések szorzasara vonatkozd ,,minden tagot minden taggal megszorzunk, és a kapott szorzatokat
Osszeadjuk” szabaly szerint. Olyan szorzatokat kapunk, melyek tényez6i a fenti kéttagt Osszegek tagjaibol keriilnek ki,
minden egyes kéttagiboél venniink kell valamelyik tagot: vagy a benne szereplé 2-hatvanyt, vagy az l-est. E szorzatok
mindegyike Gjra egy 2-hatvany lesz, a kitevs értéke attol fiigg, hogy az eredeti
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kitevok koziil melyekhez tartoz6 2-hatvanyok szerepeltek a szorzatban. Egy adott 2" hatvanyt annyiszor kapunk meg,
ahanyféleképpen a h szam elGallithato a fenti kitevék koziil vett valahany kitevs Gsszegeként. Mivel minden, 2¥-nal
kisebb szamnak egy és csakis egy ilyen elallitasa van, az elmondottakbol kovetkezik, hogy Py, egyenld a 2 alap 2F-nal
kisebb kitevgji hatvanyainak az Osszegével:

k—1

Pr=2042" 4224284+ 4922 =02 1., -2

Feladatunk allitasat ezzel bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Ebben a meggondolasban két olyan allitas is van, amelynek a bizonyitasat nem részleteztiik, és e részle-
tezés ismét teljes indukcioval volna elvégezhets. Mind a kettének szemléletes jelentése van a 2 alapt szdmrendszerben.
Az, hogy minden 2F_nal kisebb szam elsallithato kiilonbozo (és k-nal kisebb kitevsji) 2-hatvanyok Osszegeként, annak
felel meg, hogy a 2 alapt szdmrendszerben a 2¥-nal kisebb szamok legfeljebb k-jegytiek, és jegyeik kozott csak 0 vagy
1 szerepel. A masodik allitas pedig annak felel meg, hogy az a k jegyd szam, amelynek minden jegye 1-es, a 2-es
szamrendszerben 1-gyel kisebb annal a (k 4 1)-jegy( szamnal, amelyiknek elss jegye 1-es, a t&bbi 0.



