I. megoldas. Jeloljiik az adott négyszog csucsait A, B, C, D-vel, és legyen P az AB szakasz tetszéleges pontja. A P-
n at AC-vel, illetve B D-vel parhuzamosan hizott egyenes metszi a BC, illetve AD szakaszt, jeloljiik a metszéspontokat
Q-val, ill. S-sel, a @-n atmend, BD-vel parhuzamos egyenes és a C'D szakasz metszéspontjat jeloljik R-rel (1. abra).

A

1. dbra

Megmutatjuk, hogy P, @, R, S egy paralelogramma cstcsai.
Mivel a PS, QR oldalak a szerkesztés szerint parhuzamosak, elég azt megmutatnunk, hogy egyenlek is. Az AC,
PQ egyenesekre alkalmazva a parhuzamos szel6k tételét:

AP : AB=CQ :CB.

A bal oldalon all6 ardany az ABD, APS haromszogek hasonlosaga alapjan egyenlé a PS : BD arannyal, a jobb oldali
pedig (a BCD és QCR héaromszogek hasonlosaga alapjan) egyenls a QR : BD arannyal, tehat PS és QR valoban
egyenlGek.

Kérdés marmost, hogyan kell a P pontot megvalasztani, hogy PQRS rombusz legyen. Fenti megoldasunkhoz

hasonléan
PS _BD-AP . AC - PB B AP . AC

PQ AB = AB ~ PB BD’
eszerint PS és PQ akkor és csakis akkor egyenlGek, ha

(1) AP:PB=AC:BD,

vagyis ha a P pont olyan szakaszokra bontja az AB szakaszt, melyek hosszanak arénya egyenls a négyszog atloinak
az aranyaval.

Ezt a P pontot tobbféleképpen megszerkeszthetjiik. Mérjiik fel példaul az A-n atmend, BD-vel parhuzamos, az
AC egyenes B-t tartalmazo oldala felé induld félegyenesre az AC szakaszt, és a kapott D pontot kossiik Gssze D-vel.
Ekkor a DD; egyenes a keresett P pontban metszi az AB szakaszt, hiszen

AP :PB=AD,:BD = AC: BD.

P-bol kiindulva a fent leirt 1lépésekkel kapjuk a kovetelménynek megfelel rombuszt (2. abra).

2. dbra
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Megjegyzések. 1. Azt mondtuk fentebb, hogy a P-n atmend, AC-vel parhuzamos egyenes metszi a BC' szakaszt.
Valoban, az ABC héaromszoég AB oldalszakaszanak tetszéleges pontjan dtmend tetszéleges egyenes metszi a mésik
két oldalszakasz valamelyikét. A mi egyenesiink viszont nem metszheti az AC egyenest, hiszen parhuzamos vele, igy
metszenie kell a BC' szakaszt.

2. Felhasznaltuk, hogy az (1) Osszefliggés egyértelmtien meghatéarozza a P pont, helyzetét. Valoban, ha Py és P az
AB szakasz kiilonb6z6 pontjai, és — mondjuk — P; az APs, szakaszon van, akkor AP} < AP», PiB > P, B, tehat

APy < APy
PB " PB’

Eszerint legfeljebb egy pontra teljesiilhet (1). Azt viszont lattuk, hogy van olyan pont, melyre (1) teljesiil.
3. Meg lehet mutatni, hogy a beirt rombusz oldala feleakkora, mint a két 4tl6 harmonikus koézéparanyosa. (Az a és
b pozitiv szamok (szakaszok) harmonikus kozepe h = 2ab/(a + b).)

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy PQRS a keresett rombusz. Nagyitsuk ki ezt D-bdl mint centrumbol agy, hogy
S cstcsa A-ba keriiljon, ekkor R a C-be keriil, a P, @ cstucsok 0j helyzetét pedig jeloljiikk Di-gyel, Ci-gyel. A kapott
AD;C1C rombuszt megszerkeszthetjiik, hiszen, AC oldala adott, AD; oldala pedig parhuzamos a BD &tloval. Az igy
szerkesztett rombuszbol D centrumi alkalmas kicsinyitéssel kapjuk a keresett rombuszt (2. abra).

Szerkesztésiink helyességét nem bizonyitjuk, hiszen az — mint kénnyel lathato —lényegében azonos az . megoldasban
adott szerkesztéssel.

Megjegyzés. Noha a II. megoldasban ugyanazt a szerkesztést kaptuk, mint az I.-ben, e kett6t mégis kiilonb6z6 meg-
oldasnak tekintjiik, hiszen egy szerkesztési feladat megoldasa nem csak a szerkesztés leirasabol all, hanem a szerkesztést
el6készitG elemzésbdl, és a szerkesztés helyességének a bizonyitasabol. — El6re felhivjuk az érdekl6ddk figyelmét a pont-
versenyen kiviil k6zolt 80. probléma megoldasara, melyben maga a szerkesztés egyetlen lépésbdl fog allni, a feladat
megolddsa viszont alapos megfontolast igényel.

II1. megoldas (vazlat). A feladatot megforditjuk: felvesziink tetszés szerint egy olyan P*Q* R*S™* rombuszt, mely-
nek oldalai parhuzamosak az adott ABC'D = N négyszog AC, BD atléival, ennek koréje irunk egy A*B*C*D* = N*
négyszoget, melynek oldalai rendre parhuzamosak N egymaés utani oldalaival, végiil az N*-nak és N-nek O hasonlosagi
kézéppontjat a P*, Q*, R*, S* pontokkal 6sszekots egyenesek altal N megfelel oldalait metszve, kijeloljiik a keresett
PQRS rombusz csucsait.

Avégett, hogy O az abra belsejébe, N és N* kozé essék, a felvett rombusz bal, alsé P* csticsan 4t N-nek jobb, felsd,
AB oldalaval huztunk parhuzamost, és igy tovabb (3. abra).

3. dbra

Itt természetesen bizonyitani kell, hogy N* hasonl6 N-hez, hiszen négyszogek esetében nem elég az egymads utani
szogek egyenl6sége a hasonlosaghoz. Hasonlok azonban az ACB és P*Q*B*, az ACD és S*R*D*,a BDA és P*S*A*,
a BDC és Q*R*C™ haromszogpérok, és P*Q*/AC = )\, P*S*/BD = p jeloléssel N* oldalainak részei kifejezhetGk
N oldalaival (az abrén bejegyezve). Ebbdl lathato, hogy N* és N megfelels oldalainak aranya A + p, igy N* barme-
lyik részharomszoge hasonlé6 N megfelel§ részharomszogéhez, pl. A*B*C* A ~ ABC A, tehat N* ~ N, O létezik,
eljarasunk helyes.
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dolgozata alapjan, a bizonyitassal kiegészitve.



