Elozetes megjegyzés. Els6ként olyan megoldast kozliink, amely sokkal tobbre valaszol, mint amennyit a feladat
kérdez. A legtobb bekiildénk igy latta a tennivalokat, mert eddigi tanulmanyaik folyaman — ha valaminek a létezését
(ami itt a megegyezés megismétlGdése) egyaltalan bizonyitottak —, ezt konkrét példa megadéasaval tettek.

I. megoldas. Az észrevétel helyes, a 3'8, 319 320 hatvany utols6 harom jegyével irt szam — mas szoval haromjegyti
végzbdésiik — rendre a 489, 467, 401 szé,mEl a 10% értékid helyen allo szamjegy mindharomban a 4-es.

Azon miulik a 4-es megismétlGdése, hogy amikor 3'° haromjegyd végzédése céljara képezziik a 3'® - 3 szorzat
végzédeését, a (400 + 89) - 3 végzbdéseként 200 + 267 = 467 adodik, majd ennek 3-szorosabol a 200 + 201 = 401
végzddés, tehat a 4 szazasnak a 3-szorosa és a kétjegyd végzbdés 3-szorosdbol adodoéd szazas atvitel egyiitt ismét 4-esre
végzodik. (Felhasznaltuk itt, hogy két természetes szam szorzatanak haromjegyd végzddése a tényezSknek is csupan a
haromjegyd végzddésétdl fiigg. Ha ugyanis A = 1000+ a és B = 100083 + b — ahol mindegyik beti természetes szamot
jelol, és 0 < a, b < 1000 —, akkor

AB = 1000 (1000a5 + af + ba) + ab = 1000 + ab,

~ is természetes szam, ami szerint AB végzidése megegyezik ab végzédésével.)
Ezek szerint a 4 - 10%-nek 3 egymas utani hatvanyban valo fellépése megismétlsdnék, ha talalnank 3-nak olyan
tovabbi hatvanyat, melynek haromjegyl végz&dése ismét a 489 lenne.

Ilyen ismétlsdés keresésére nyit lehetGséget annak észrevétele, hogy 3*°-nak kétjegyd végzédése 01. Ebbdl elére
lathato, hogy 321, 322, 323, ... kétjegy( végzédése 03, 09, 27, . .. lesz, akarcsak 31, 32, 33, ... kétjegy( végzédése, és azt
sejtjiik, hogy a 3 hatvanyainak sorozataban a kétjegyt végzidés 20-asaval ismétlsdik (amint az egyjegyt végz&dés mar
4-esével ismétlédik). Valoban, minden n természetes kitevs esetén 3" 29 kétjegyt végzddeése egyezik 3" végzédésével,
mert kiilonbségiik oszthaté 100-zal, hiszen 3"72° — 3" = 37(3%° — 1) és a masodik tényezd oszthato vele, lévén a
haromjegyd végzddése 400.

Ehhez hasonl6an a hdromjegyd végz&dések periodikus ismétlgdése varhato 3-nak olyan hatvanyatol kezdve, melynek
haromjegyt végzdése 001. Ilyen kitevst a 20 tobbszordsei kozt, 20 k£ alakban varhatunk. Marmost £ = 2 nem ilyen,
mert 4017 végzbdese 801; nem ilyen k = 3 és 4 sem, mert 801 -401 végzédése 201, ill. 201-401-é 601 (a végzbdés szazasa
4-esével nd); viszont k = 5 megfelel, vagyis 20- -5 = 100 mar periddusa a haromjegyt végzSdésnek, mert 601 - 401
vegzédése 001. Mindezek szerint a feladat elsé kérdésére a valasz igenls, a 3187100k 3194100k 3204100k }atvanyokban
(k=1, 2, 3, ...) a 10? érteki szamjegy 4-es.

Igenls a valasz a masodik kérdésre is, az el6z6kbdl kapjuk, hogy a 300k 31+100k "g2+100k ' 33+100k = 34+100k patys-
nyokban (k =1, 2, ...) ugyanugy 0 a 10? értékd szamjegy, mint 3°-ban és az elsé 4 hatvanyban: 001, 003, 009, 027
és 081-ben, itt 5-5 egymas utani hatvany szazas jegye egyezik.

Megjegyzések. 1. Konnyd utanaszamolni, hogy ismétlsdés van a 10% értékd helyen minden 355+100k © 3564100k
357+H100k hatvanyharmasban is, ezekben az 5-6s jegy ismétlGdik.

2. Az iskolai fiiggvenytablazatban a 103 helyen valo szamjegyismétlsdésre is latunk példat: 327, 328, 329 és 330 ezres
jegye 4-es. Meg lehet mutatni, hogy ez ismétlédik, ha a kitevéket 500-asaval noveljiik.

3. Az 1211. gyakorlatbalﬂ azt lattuk 3 hatvanyairol, hogy tizes jegyiik mindig paros, egyes jegyiik 1, 3, 7 vagy 9.
Ezekbél is kihozhato, hogy 3% végzddése 01.

II. megoldas. A 3" (n természetes szam) hatvanyokat egymas utan, n-et l-esével novelve gondoljuk magunk
elé irva, vagyis 3-mal valé egymas utani szorzas Gtjan képezziik Sket. Igy 3" '-nek 102 helyi értéki szamjegyét nyil-
vanvaloan egyértelmien meghatarozza 3"-nek utols6é harom jegye, azaz haromjegyd végzddése. Ezért, ha valamilyen
R kitevs mellett 37 haromjegyi vegzédése ugyanaz, mint 3" végzédése és R > r, akkor 3871 3RT2 vegzsdése
is rendre egyezik 3"T!, 3772 .. végzdesével. Eszerint a feladat elsé kérdése erre egyszertsodik: ,, Varhato-e, hogy
3% nak haromjegyt végzédése megismétlédjék egy, a 18-nal nagyobb kitevéji hatvanyban?”

Nos, a 3" hatvanyok helyett csak a haromjegyti végz6dést tekintve, ezek sorozataban legkésébb az 1001. végz&désben
beall az ismétlédés, hiszen az elgforduld kiilonb6z6 végzédések szama nem lehet nagyobb, mint a legfljebb harom
szamjeggyel lefrhaté nemnegativ egész szamok szama, ez pedig 1000. Igy mar csak ez a kérdés: ,,Kisebb-e 18-nal (vagy
legalabb egyenl6é-e 18-cal) az els6 olyan 3" hatvanynak a kitevGje, amelynek haromjegyt végzédése kés6bb elsdként
ismétlsdik meg?” Elképzelhet ugyanis az is, hogy nem minden el6fordult végzédés ismétldik meg, és a mondott n
legkisebb kitevé nagyobb, mint 18.

Jeloljiik marmost m-mel azt a legkisebb kitevét, amelyre 3™ haromjegyd végzddése megegyezik egy mar elfordult
végzGdéssel, éspedig 3"-nek végzidésével. Ez azt jelenti, hogy a 3™ — 3" = 3"(3™~" — 1) kiilonbség — 1j alakja szerint
viszont szorzat — oszthat6 1000-rel. Amde 3" és az 1000 = 22 - 5% relativ primek egymashoz képest, emiatt a zaréjelbeli
tényez6 oszthatd 1000-rel, azaz 3™ ™" — 1 = 1000a, ahol a természetes szam. Ekkor pedig 3™ ™" — 1 = 1000a + 1, azaz
3™~ "_nek haromjegyt végzédése 001, ennélfogva 3™~ "+ haromjegyt végzédése 003, és ugyanennyi a végzédes 3!, a
hatvanyok sorozata els tagjanak esetében. Azt, kaptuk tehat, hogy n = 1.

1Lasd pl. az iskolai fiiggvénytablazatok 15. sz. tablazataban.
2K. M. L. 39 (1969) 18.



Osszefoglalva ezeket talaltuk: van olyan legkisebb m kitevs, hogy 3™ végzédése egyenls egy korabbi 3" hatvany
végzddbsével, az elséként ismétlsds végzddéshez eredetileg az n = 1 kitevs tartozik, ez tehat kisebb, mint 18. Kimond-
hatjuk tehat, hogy a feladat els6 kérdésére igenls a valasz (annak ellenére, hogy m értékét itt nem hataroztuk meg). —
Az alapul szolgalo egyezést (3'%-ban, 3'%-ben és 3%°-ban) ellendrzés nélkiil fogadtuk el, a feladat szovege szerint nem
fér kétség a kijelentés helyes voltahoz.

A masodik kérdésre azért igenls a valasz, mert 3-nak elsé 4 hatvanya 100 alatt van, tehat szazas jegyiik megegyezGen
0, és — mint mar tudjuk — a 003, 009, 027, 081 végzidések valahonnan kezdve ugyanebben a sorrendben megismétldnek.
(Az igy kimondott 4 hatvany kevesebb az I. megoldasbeli 5-nél, de elég ahhoz, hogy mondhassuk: létezik 3-ndl ¢t6bb
egymas utani, a szézas jegyben megegyez$ hatvany.)

Megjegyzés. Az n kitevs fenti meghatarozasa helyett igy is okoskodhatunk. Megmutatjuk, hogy ha a 3” és 37
hatvanyok (¢ > p) haromjegyd végzGdése egyenls, akkor a 37 ~1 &5 397! hatvanyok haromjegyt végzddése is egyenld.
Ebbdl mar kovetkezik, hogy els6ként csak olyan 3P hatvany haromjegyi végzGdése ismétlédhet meg, amelyhez nincs a
hatvanyok sorozatadban megel6z6 37! tag, vagyis p = 1. (A zar6 kovetkeztetés (ti. 3'%-ra) mar azonos a fentivel.)

Mas széval ezt akarjuk bizonyitani: 3 barmelyik hatvanyanak haromjegyd végzédése az 1-gyel kisebb kitevsjd
hatvany végz6dését is egyértelmien meghatarozza.

Gondoljunk ugyanis arra a (3-mal valé) osztésra, amellyel 37-bsl 37! értékét ,,visszaszamitjuk”, és legyen 3P-nek
haromjegyd végzédése ABC = 100A + 10B + C. Mi volt az az r osztési maradék, amelyhez 3P-nek szazasat, az A
szamjegyet vettiik le? Ha A+ B + C oszthat6 3-mal — vagyis maga ABC is oszthato vele —, akkor a 3P-bél a végzédés
elhagyasaval kapott N szam is oszthat6é 3-mal, hiszen 37 oszthato vele, ekkor tehat r = 0. Igy 3P~' haromjegyi
végzédése az ABC : 3 osztas (egész) hanyadosa (A < 3 esetén is harom jeggyel irva).

Ha viszont az (A4 B+ C) : 3 osztas maradéka 1 vagy 2, akkor N szamjegyei Osszegét 3-mal osztva a maradék 2, ill.
1, ennyi tehat az N : 3 osztas r maradéka is, igy pedig 37~ haromjegyt végzédeését a (2000 + ABC) : 3, ill. az (1000+
+ABC) : 3 hanyadosa adja. Tehat 37~ haromjegyii végzédése valoban mindig egyértelmien adodik ABC-bél.

Eredményiinkbél az is kdvetkezik, hogy az ismétléds 003 végzddéseket mindig a 001 végzsdés el6zi meg, tehat a 0
jegy 5 egymas utani hatvany szazasaban ismétlgdik meg.
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