I. megoldas. 3 alkalmas tiikrozéssel elérjiik, hogy a vizsgdlandé haromszogeket kiillon—kiilon latjuk. Tiikrozziik
el6szor az eredeti ABC héaromszoget és — az (1)-ben utolsé — A2 B1Cy haromszoget a BC' oldal felezSpontjara, igy B
és C egymasba mennek at, Ay képe A; lesz, és jeloljiik A, By, C; képét rendre A’-vel, BY-vel, Cj-vel (1. abra).
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1. dbra

Legyen hasonloan az eredeti és az A3 BoCy haromszog tiikorképe a C A oldal felez6pontjara CB' A, A} B1CY, végiil
az eredeti és az Ay B1Cy héromszdg képe az AB oldal felezSpontjara BAC', ill. A B} C,. Azt fogjuk bebizonyitani,
hogy az

(2) A1 B Cy, A BYCY, A\ B, CY, A!B1Cy

haromszogek teriiletének az Osszege egyenlé az ABC haromszog teriiletével, ez nyilvanvaloan egyértelmd a feladat
allitaséval. Azt mutatjuk meg, hogy ha a (2) haromszogeket kivagjuk az A’ B’C’ haromszoghdl, a visszamarado ré-
szek Osszteriilete egyenls az ABC haromszog teriiletének 3-szorosaval. Allitasunk ebbdl kovetkezik, hiszen az A’ B'C’
haromszog teriilete 4-szer akkora, mint az ABC haromszog teriilete.

Vizsgéljuk el6szor a visszamaradd résznek azokat a haromszogeit, melyek C-re vagy ennek tiikdrképeire tamasz-
kodnak, az

(3) ABiC ABB!, AA|B,, A/C'B|

haromszogeket. Mivel B és B; szimmetrikusak BC felezGpontjara, azért e két pont egyenls tavolsagra van a BC
egyenestdl és az Ay BBY, A BB; haromszogek teriilete egyenls. Igy a (3)-beli els két haromszog teriiletének dsszege
egyenls a BB;C haromszog teriiletével. Ugyanigy kapjuk, hogy AA’ B; teriilete egyenls AA; By teriiletével, az A} C] By
haromszog pedig egybevago A; B1C-vel, tehat a (3)-beli utolsé két haromszog teriiletének Gsszege egyenls az AA;C
teriiletével.

Ugyanigy kapjuk, hogy a B-re vagy B valamelyik tiikorképére tamaszkodo

ABCy,  ACClL,  AB'CY, AlAC

haromszogek teriiletének Gsszege egyenls az AA; B és C'C1 B haromszogek teriiletének Osszegével, és hogy az A-ra és

tiikorképeire tamaszkodd
AB;CYy, A'BYCy, B, CCY, BB (4

haromszogek teriiletének Osszege egyenld BB A és CC1 A teriiletének Gsszegével.
A kapott 6 haromszog viszont parokba allithato ugy, hogy paronként 6sszealljon bel6litkk az ABC haromszog: AA;C
és AA\B, BB A és BB,C, CC A és CC,B. Allitasunkat ezzel bebizonyitottuk.

II. megoldas. Azt fogjuk bizonyitani, hogy az
A1B1Cy,  A1B2Chr,  AxBiCy
haromszogek teriiletének az 0sszege egyenls az
AB;Cq, A1 BCh, A1B.C

haromszogek teriiletének Gsszegével. Ebbgl kovetkezik feladatunk allitasa, mert az utobbiak az A; B1Cy haromszoggel
egyiitt kiadjak az ABC haromszoget. Bizonyitasunk soran egy egyenesvonald sikidom teriiletét roviden ugy jeloljik,
hogy felsoroljuk egymés uténi csticsait, és ezeket zardjelbe tessziik. Ezzel a jeloléssel allitdsunk az

(4) (AlBlcg) + (AlBgcl) + (AgBlcl) = (ABlcl) + (Achl) + (AlBlc)

egyenlGséget jelenti.
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2. dabra

Egeészitstik ki az Ay B1Co haromszoget A1 BCa-vel négyszogge, és ezt vagjuk ketté a masik atlojaval (2. dbra):
(AlBlcg) = (AlBlch) — (AlBCQ) = (AlBBl) + (BBng) — (AlBCQ)

Itt az Ay BCy haromszog teriilete egyenlé Ay ACT teriiletével, mert A; csucsuk és az ezzel szemkozti oldaluk egyenese
kozos, tovabbé az Aj-gyel szemkozti oldaluk hossza is egyenld, hiszen a BCy szakaszt az AB szakasz felezGpontjara
tiikrozve ACt-et kapjuk. Ugyanigy bizonyithato, hogy (BB1C3) = (AB1Ch), tehat

(AlBlcQ) = (AlBBl) =+ (AB101) — (AAlcl)
(Kikiiszoboltiik a 2-es indexeket.) Az (1) bal oldalan 4ll6 méasik két teriilet ugyanigy alakithato at:

(AlBgcl) = (AAlcl) + (AlBlC) — (BlcCl),
(A2B101) = (BlCOl) + (Achl) — (AlBBl).

Ezt a harom egyenlGséget Osszeadva a bizonyitandé (4) egyenlGséget kapjuk, allitasunkat ezzel bebizonyitottuk.



