I. megoldas. Az idézett gyakorlatban lattuk, hogy a mostani 6 feldarabold sik rendre azonos a szabalyos tetraéder
6 szimmetriasikjaval, tovabbé hogy a keletkez§ 24 rész Ggy oszthato két, egyenként 12-12 részt tartalmazé halmazba,
hogy az ugyanazon halmazbeli részek egymasba atvihetSk alkalmas elforditassal, a két halmazbol valasztott 1-1 rész
pedig vagy a tetraéder valamelyik szimmetriasikjan valé tiikrozéssel, vagy ezentil még alkalmas elmozditassal vihetd
at egymasba (ami — tegyiik hozza — meg is el6zheti a tiikkrozést és kovetheti is azt).

Megmutatjuk, hogy feladatunk kérdésére igenls a vélasz. Legyenek a tetraéder cstucsai A, B, C, D, vetiiletiik a
szemben levd lapon rendre A, B', C', D', ez egyszersmind az illet szabélyos haromszdg-lap kozéppontja, 3 szim-
metriatengelyének kozos pontja; legyen tovabba az XY él felez6pontja — ahol X és Y a tetraéder két tetszés szerinti,
egymastol kiilonbozé csticsat jeloli — F,,.

1. dbra

A 24 rész mindegyike tetraéder — ezt is lattuk az idézett gyakorlatban — egyik cstucsa mindegyikiiknek S, az
adott tetraéder silypontja, egy-egy tovabbi csticsuk rendre A, B, C és D koziil, ill. A’, B', C' és D’ koziil, ill. az
F,, felez6pontok koziil val6. Igy minden egyes rész meghatarozasara elég utobbi hérom tipusi csicsat megadni, més
szoval az eredeti tetraéder valamelyik lapjaba es6 lapjat, pl. az SAD'F,;, tetraéderbdl az AD'Fy, lapot. A kérdéses
tiikrozések ezeket a lapokat egymasba tiszik at, ezért elég a lapok &tmeneteit tekinteniink.
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2. dbra

Erre a célra az 1. 4bran bemutatott, felosztott tetraéder papirmodelljének a 2. a) abran azt a kiteritését mutatjuk
be, amely a DA, DB, DC élek folvagasaval adodik, és ranézésben — a szokasos halozatokkal ellentétben — a lapok
belsejét latjuk. A részharomszogeket egyszertiség kedvéért az 1, 2, ..., 24 szamokkal is megjeloltiik, éspedig ugy, hogy
a paratlan jelzGszamuak tartoznak az egyik mondott halmaz tetraédereihez (pozitiv koriiljarassal az egymadas utani
cstcsokndl levd szog 30°, 60°, 90°) — ezek a rajzsikban vald mozgatassal atvihetSk egymésba — a paros jelzGszamuaak
pedig a masik halmazhoz tartoznak, a szogek névekvs rendjében koriiljarva éket, koriiljarasuk negativ. Azt mutatjuk



meg, hogy az l-es jeli AD'F,, haromszdg a tetraédernek legfoljebb 3 szimmetriasikjan valo tiikrozésével a 2, 3, ...,
24 jeld haromszogek barmelyikébe atvihetd.

Az 1l-es haromszdg a DD’ forgastengelyen dtmens DAF,., DBF,., DCF,;, szimmetriasikokon val6 tiikrozéssel
rendre a 6, 4, 2 jeld haromszogekbe megy at. Tovabbmenve, az ABF.4 sikon tiikrozve a 12 jelzésiibe, mert igy a C,
D és a O, D' pontpéarok folcserélsdnek, A és F,; viszont helyben maradnak; végiil hasonlé meggondolassal a BCF,q4
és C AFyq sikon valo tiikrozéssel a 14, ill. 22 jelid haromszogbe jutunk. A 6 szimmetriasiknak megfelelen 6 db paros
jelzészamu (negativ koriiljarast) haromszogbe jutottunk el a 12 koziil, éspedig az 1-est tartalmazo (az ABC) lapnak
mind a hérom ilyen haromszogébe és az ABCD tetraéder tovabbi harom lapjanak egy-egy ilyen héromszogébe (2. b)
abra vonalkazott haromszogei).

Ebbdl tiistént adodik, hogy egy masodik tiikrézéssel mind a 11 tovabbi paratlan jelz&szamu haromszogbe atvihetjiik
az 1-es haromszoget, és e masodik tiikrdzésben elég azokra a szimmetriasikokra szoritkoznunk, amelyek merélegesek
ABCD-nek arra a lapjara, amelyre az els§ tiikrozéssel jutottunk (2. ¢) abrédnak a hosszabb befogoval parhuzamos
vonalkazasi haromszogei).

Végiil egy harmadik tiikrozéssel és ugyanezzel a korlatozassal a DAB, DBC, DCA lapok hatra levé 2-2 péaros
jelz6szamu haromszogébe juttathatjuk 1-et. Ezzel az Allitast lényegében bebizonyitottuk.

Ha marmost a tetraédernek eldre kiszemelt 24-edrésze az 1-es haromszdg szoghoz tartozé SAD'F,y, résztetraéder,
akkor barmelyik masikbol Ggy juthatunk at ebbe, hogy a fentiek szerint kivalaszthato legfoljebb 3 tiikrozést forditott
sorrendben hajtjuk végre. Pl. a 16-os haromszogbe a fenti elsG tiikrozéssel elért 14-esbdl pl. a 15-6son at az ADFy,,
majd ABF.q sikon valo tiikkrozéssel juthatunk at, ezért a 16-osbol az 1-esbe egymas utan az ABF.q, ADFy., BCF,q
sikokon val6 tiikrozés visz at.

Megjegyzés. Azt is latjuk, hogy két tiikkrozés eredménye ugyanolyan koriiljarast haromszog, vagyis a kezdeti és a
végzG résztest egymasba elmozditassal, elforditassal is atvihetd, tehat két tiikrozés eredménye a térben is forgatas, a
tengely mindig dtmegy S-en, a két szimmetriasik metszésvonala.

II. megoldas. A fentiekre tamaszkodva konkrét példan mutatjuk be a célnak megfelels tiikorsikok egymésutanja-
nak egy lehetséges megvalasztasat. Ismét a fenti 16-os C A’ F,4S résztetraédert vissziik 4t az 1-es jelz6szama AD'F,;S-
be, az els6 tiikrozést agy valasztva, hogy a 16-osnak az eredeti tetraéderrel kdzos C csiicsa jusson A-ba. A, C csere csak
a BDF,. sikon valésul meg, ekkor minden B és D bet( a helyén marad, tehat a CA’'F,4 haromszog az AC'F,4-be, a
7-esbe megy at. — Amennyiben egy méas példaban a kiindulasi és a célbeli résztestnek az eredeti tetraéderrdl szarmazod
csucsa kozos, a most mutatott 1épés természetesen elmarad.

A kapott 7-es résztestet agy tiikkrozziik tovabb, hogy a tetraéder lapkdzéppont jellegd csicsa a kivant helyre jusson,
vagyis C' a D’-be. Ezek akkor és csak akkor cserélnek, ha C és D cserél, mas széval ha A és B helyben marad vagyis
az ABF,.; sikon val6 tiikrozéssel; ez pedig a 7-est AD'F,.-be, a 6-0s résztestbe viszi 4t. — Amennyiben a ,yessz6s”
pont mar az elsé tiikrozés utan a kivant helyen lett volna, akkor a 2. tiikrozés természetesen elmarad. Egyébként ez
a megegyezés mar az 1. tikkrozés el6tt mutatkozott volna, mert a lapkdzéppontban 4llé vesszés betd kiilonbozik a lap
cstucsain all6 3 betd mindegyikétsl, vagyis a lap mindegyik élén all6 bettpartol, tehat forditva, két tetraédercstacsot
egymassal folcseréld titkkrozés az illetd résztesthez tartozo, vesszézott betiit nem valtoztatja meg. Ez a meggondolas
azt is adja, hogy a 2. tiikkrozés sohasem mozdithatja el az 1. tiikrozéssel helyére allitott tetraédercsicsot.

Végiil — ha sziikséges — az élkozéppontot vissziik a kivant helyre, esetiinkben Fj.-t Fgp-be; ehhez B, C' csere —
és A, D helybenmaradas — sziikséges, a megfeleld tiikorsik ADFy.. (Megjegyezziik, hogy az élkozéppont egyik indexe
minden esetben méar az 1. tiikrozéssel helyessé valik.)

Kezdhettiik volna eljarasunkat a ,yvessz6s” pont helyrevitelével is: A, D cserélnek, B, C maradnak: a BC'F,4 sikon
tiikrézve az 5-0s jelz6szamt CD'F,, résztestbe jutunk. S6t ekkor mar F.,-nak a kivant Fy-be vald atvitelével is
folytathatjuk eljardasunkat; megindulasul viszont nem lehetett volna F.4-t Fgp-be atvinni, mert ehhez minden bettinek
cserélnie kellett volna, holott barmelyik tiikrézés a benne felhasznalt él végpontjait valtozatlanul hagyja.

Ezekbdl és az L. megoldasban latott tiikrozéssorozatbol latjuk, hogy tobb megfelel sorozat is lehetséges 3-nal nem
tobb tiikrdzésbal.
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