El6szor azt mutatjuk meg, hogy barmely valédi OPQR = Gy haromoldalu galahoz — vagyis ha O, P, @, R
kiilonb6z6 pontok, nincsenek egy sikban (nincs koziiliik harom egy egyenesen) —, megadhatd olyan ABCD valodi
haromoldali gila — mas néven négylapu test, tetraéder —, melynek 6 élét a P, Q, R és P, Q', R’ pontok felezik.

Valasszuk ki a kivant tetraéder ABC' lapjat hatarolo élek felezGpontjai céljara a 3 tiikrds pontpér (ti. P és P, Q
és Q', R és R') egyik-egyik tagjat, pl. a P, Q, R pontharmast. Htzzunk parhuzamost a PQR haromszog mindegyik
csticsan at a szemben fekvs oldallal, és legyenek ezek paronkénti metszéspontjai A, B és C agy, hogy a PQRA, QRPB
és RPQC négyszogek paralelogrammék. Ekkor ABC' valédi haromszog, ennek AB, BC, C'A oldalat rendre P, Q, R
felezi, hiszen pl. AP = RQ) = PB, és mas ilyen haromszog nincs.

Vegyiik most az ABD lap céljara az ABR’' sikot. Ez atmegy Q’-n is, hiszen AB parhuzamos és egyezd iranyitasi
RQ-val és 2-szer akkora, igy a tiikrozésre tekintettel Q' R'-vel is pArhuzamos, egyezd iranyitasi és 2-szer akkora. Eszerint
A, B, R, Q', egy konvex trapéz egyméas utani csticsai. A BR', AQ’ szarak meghosszabbitdsai metszik egyméast egy
D pontban. D-t az R'Q’ egyenes elvalasztja AB-t6l, és az ABD, Q'R’'D hasonl6é haromszdgekbsl DA : DQ' = DB :
DR = AB:Q'R =2:1, tehat DA=2-DQ, DB=2-DR'.

Ugyanigy BC parhuzamos és egyezd iranyitast PR-rel és R' P'-vel és 2-szerese ezeknek, igy P’ benne van a BCR’
sikban, és BR'-nek és CP'-nek D* metszéspontjara D*B = 2- D*R’, és D* az R'P'-nek BC-t nem tartalmazo partjan
van, ennélfogva azonos D-vel; tovabba DC =2 - DP’.

Mindezek szerint P, @', R’ felezi rendre a DC, DA, DB szakaszt. Es mivel D nincs benne az ABC sikban,
hiszen téle 2-szer akkora tavolsdgban van, mint pl. Q', ez viszont ismét 2-szer annyira, mint O, ami pedig a foltevés
szerint nincs benne az ABC = PQR sikban, azért a kapott ABCD = G egy a feladat kdvetelményeinek megfeleld,
valodi tetraéder. Ugy is mondhatjuk a tavolsagaranyokat, hogy G-nek D-bél hiizott, az ABC lap sikjara meréleges
magassaga 4-szer akkora, mint Go-nak O-bol induldé magassaga. S mivel a D-vel szemben fekvé ABC alapharomszog
teriilete is 4-szer akkora, mint az O-val szemben fekvé PQ R haromszogé, hiszen az ABC haromszoget PQ, QR és RS
4 egybevagd haromszogre bontjak, azért G térfogata 16-szor akkora, mint Gy térfogata.

Mashogyan nem hatarozhatjuk meg a fenti ABC laphoz a keresett tetraéder D cstcsat, mert az ABP' sik nem
alkalmas az ABD lap céljara, hiszen csak 2-t tartalmaz az el6irt élfelezé pontok koziil.

Ugyanerre a G-re jutunk akkor is, ha fenti eljardsunkat ismételve a PQR haromszog helyett a PQ'R/, vagy QR' P/,
vagy az RP'Q’ haromszdgbdl indulunk ki, hiszen e 4 haromszog a G-ben ekvivalens szerepet jatszik, mindegyik a G
egyik lapharomszogének a kézépharomszoge.

Akkor viszont més tetraédert kapunk, ha a kiindulasi haromszogiink csticsai a 3 ,,vessz6s” pont (P, Q’, R'), vagy
az egyik tiilkros pontparbol a vesszds, a tovabbi két parbol a vesszétlen pont, pl. P, Q, R'. Mivel azonban az 4j gila
mindegyik esetben G-nek O-ra valo A'B'C’'D’ = G’ tiikorképe, hiszen a most mondott 4 haromszég mindegyike a
fontebbi 4 haromszog valamelyikének O-ra valo tiikorképe, azért G térfogata is 16-szorosa G térfogatanak.

G és G'-n tal nincs tovabbi megfelels tetraéder, mert P, Q, R, P, Q' és R’ koziil mér csak tgy lehetne 3 pontot
valasztani, hogy koziiliik ketts egymas képe legyen O-ra, ilyen 3-asboél pedig eljarasunkkal nem adoédik tetraéder, hiszen
pl. a P, P’, Q pontok sikjaban O, és igy Q' is benne van. — Ezzel vizsgalatunkat befejeztiik.

Mori Tamds (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., IL o. t.)
2 dolgozata alapjan, kiegészitésekkel

Megjegyzés. A fenti 2 dolgozathoz flizott megjegyzések emlitik a két gila létezését és szimmetrikus voltat, masrészt
tovabb ezt olvassuk: ,,Nem mutattuk ki az ABCD tetraéder létezését .. ., de ezt a feladat nem is irja el.”

Az idézettel szemben a szerkesztGség a pontversenykiirast idézi: ,,mindig gondoljak meg a versenyzdk, létezik-e,
lehetséges-e az mindig — ill. mely feltételek mellett —, amirsl beszélnek.” A meggondolast kétes esetekben természetesen



le is kell irni, ha a feladat nem is kérdezi. Pérézon vezetné a szerkesztGség a versenyzdket, ha maga mondana ki el6re
minden a megoldas soran esetleg follépd részletkérdést — itt éppen a létezés vagy nem létezés, az egyértelmiiség fontos,
gyakran felléps kérdéseit —, amin a versenyzd bemutathatna éleslatasat, koriiltekintését.

Megjegyezziik mésrészt, hogy pl. egy gép részére szerkesztett szamitasi programban el kell varni a programozétol,
hogy minden eshetGségre adjon utasitast a gépek. A mostani feladatunkhoz hasonlé bizonyitast azonban egyel6re nem
végeznek a gépek.

Egy masik dolgozat — némi helyes meglatassal, de a sajnélatosan gyakori elnagyolassal — igy ir: ,,Hasonlé moédszerrel
még tobb ilyen tetraédert szerkeszthetiink.” Ez viszont — mint lattuk — mér sok, csak kett6 van.



