I. megoldas. Megmutatjuk, hogy a tetraéder S sulypontjanak az ABC sikra valo S’ merdleges vetiilete az ABC
haromszog magassagpontja és hogy a haromszog egyenls szaru: AB = AC.
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2. dbra

Valoban, AS mer6leges SB-re és SC-re, tehat az altaluk meghatarozott sik minden egyenesére, igy BC-re is, de
ekkor AS’ vetiilete is merdleges rd, mert BC merdleges az ASS’ sik 5.9’ egyenesére is, tehat a sik minden egyenesére.

Hasonloan lathato, hogy BS(és CS’ is) magassidgvonala az ABC haromszdgnek, tehat S’ a magasségpont.

A feltétel szerint DA mer6leges az ABC sikra, igy parhuzamos SS’-vel, tehat egy sikban vannak. Ekkor az ABC
haromszdg Sp stlypontja mint a DS egyenes déféspontja az ABC sikon, ennek és az ADSS’ siknak a metszésvonaldn,
az AS' egyenesen van. Ez az egyenes tehat silyvonal is, magassagvonal is, vagyis szimmetriatengely. Igy AB = AC.
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Mivel az S sulypontra SpS = ZSDD’ igy SpS’ = ZSDA = EAF'“ ahol F, a BC oldal felez&pontja. Valasszuk
SpS’-t mértékegységnek, ekkor tehat

AF, =6, AS' = ASp —S'Sp=3= %AFa =9'F,.

AF,S és BCS egyenl6 szaru derékszogi haromszogek, utobbi azért, mert a tetraéder szimmetrikus az ABC hé-
romszdgre AF,-n at merdlegesen allitott ADF, sikra, amely tartalmazza S-et is; az el6bbi S-nél derékszogi és SS’
magassaga sulyvonal is. Ezek alapjan

S8 =8"A=3, AS=3V2=SF,=F,B, BC=2F,B=06V2,
SB=SC=BC/V2=6;, AB = AC =+/AS?+ SB2 =+/54=3V6, AD =485 = 12,
BD =CD = \/AB? + AD? = /198 = 3v/22.



Végiil az A, B, C, D cstucsokbol induld sa, sp, s¢, sp sulyvonalak hossza
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sa=3AS = 42, sp =50 = S9B =8, & sp =48pS =4\/9pS? + 597 = 4V/10.

Igy a keresett tavolsagok aranya (mindegyik kapott mértékszam 1/ V2-szirdsét véve)

AB:AC : AD:BC:BD : CD :s54:8p :8c :Sp =
=3v3:3vV3:6V2:6 :3vV11:3V11:4:4V2: 42 : 4V/5.

(Az élek aranya egyszertibb alakban V3:v3:v/8:2:v/11: V11, a stlyvonalaké pedig 1: v2: V2 : \/3)
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II. megoldas. Szamitasi feladatok megoldéasara jol hasznalhatunk vektorokat. [ Jeloljik az SA, SB, SC irényu,
egységnyi hosszusagu vektorokat i, j, k-val. Ekkor az A, B, C cstcsok helyvektorai
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a=SA= -s4i, bzﬁzzs&j, c:ﬁzzsck.
IsmeretesE hogy a sulypont s helyvektora a cstcsokéinak a szadmtani kozepe:

(a+b+c+4d),

S =

| =

és ez esetiinkben a 0 nullvektor. Ennek alapjan
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d=-a—-b-c= —Z(sAi—i— sgpj + sck),
és ennek hossza 15 p. Az A-bol kiindulo élek vektorai:

AB=b—a~= g(—sAH—sBj), A0 =c—a=(—sai+ sck),

>~ w

3
zﬁ =d—-—a= ZQSAi + sgj + sck).
Es mivel AD | AB és AD 1. AC, azért skalaris szorzatuk O:

E-E:%(—%i—l—s%):& sp =254,

E-E:%(—%i—l—s%):& 50 =V2s4

Ezek alapjan
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d?= (4 +55+52) = —s4 = —55, sp=1bsa,

16 ESA: 165D7
2 2 o 27 4 2 2 o 2 9,
AB" =a +b:ESA:Acv BC*=b +C:ZSA5
9 9
AD? = E(4S,24 +s5+ 55 = 552A,

és ezekbdl mar egyszertien adédik az 1. megoldas végeredménye.
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Megjegyzés. A 2. dbra a gula hélézatanak bels6 oldalat mutatja.
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