I. megoldas. Vezessiik be atmenetileg a kovetkezs jeloléseket:
b+c+d=A, ct+a+d=B, a+b+d=C.
Ezekkel

K=(B—-A)AB+(C-B)BC+(A-C)CA=
=B(AB-A*>+C?*-BC)+(A-C0)CA =
=B{(A-C)(B-A-C)}+(A-C)CA=
=(A-C){B*-AB—-BC +CA} =(A—-C)(B—-A)(B-0),

végiil az eredeti valtozokra visszatérve
K=(c—a)(a—b)(c—b)=—(a—b)(b—c)(c—a).

Latjuk, hogy a kifejezés nem fiigg d-t6l.
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II. megoldas. K els6 tagja (3 tényezSs szorzata) részbeni kifejtéssel igy alakithato:

(a—b){ab+ (a+b)(c+d) + (c+d)*} =
= ab(a —b) + (a® = b*)(c +d) + (a — b)(c + d).

Es mivel K masodik tagja tgy 4ll el6 az els6bsl — és a harmadik is a masodikboél —, hogy minden egyes a, b, ¢, d bett
helyére rendre a b, ¢, a, d betit irjuk, azért a tovabbi két szorzat:

be(b—¢) + (0* — A)(a+d) + (b—¢)(a+d)?,
ca(c—a)+ (2 —a>)(b+d) + (c— a)(b + d)°.
Konnyen belathato, hogy tovabbi kifejtéssel a 3. oszlopban d? egyiitthatoja 0, ugyanigy d-é is (a 2. és 3. oszlopban
kiilon-kiilon is), tovabbé, hogy az 1. és 2. oszlopbdl a d-t nem tartalmazo rész is 0. Eszerint csupan a 3. oszlopbol,
mindjart tovabb alakitva
K=(a—-b)c*+(b—-cla*+(c—a)b* =
=(a—0b)c®+ {abla—b) — c(a® —b*)} =
=(a—b){c® = (a+b)c+ab} = (a—b)(c—b)(c—a).
Az utolso alakitasban azt a felismerést hasznaltuk fel, hogy a{}—ben allo kifejezést c-re vonatkozo, O-ra redukalt
mésodfoki egyenlet bal oldalanak tekintve, ennek gyokei a és b.

III. megoldas. Kifejezésiink barmelyik bettire mint véltozora nézve legfoljebb masodfokt polinom. Tekintsiik a
polinomjanak, ekkor
K=k(a—a1)(a—az)

alakban irhato, ahol k az a? egyiitthatoja, a; és as pedig a polinom zérushelyei.
Ko6nnyt belatni, hogy a helyére b-t, vagy c-t helyettesitve K = 0 adédik pl. a = b esetén K elsG tagja 0, a méasik
kettd pedig csak az els6 tényezSkben kiilonbozik, ezek Gsszege pedig 0), tehat a1 = b, as = ¢. Tovabba a? egyiitthatoja

k=0B+c+d)+(b-—c)—(b+c+d)=b—c,

tehét
K=0-c)(a—-b)(a—rc).
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