I. megoldas. Elég azt megmutatni, hogy N = 2n? — 31 alaki szam nem oszthaté a 2, 3, 5 és 7 egyjegyt prim-
szamokkal semmilyen egész n esetén sem, hiszen ha oszthaté volna pl. 6-tal, akkor 2-vel is, 3-mal is oszthat6 volna. A
2-es osztora nyilvanvalé az allitas, N mindig paratlan.

Egy kiilonbség akkor és csak akkor oszthatd egy d szammal, ha d-vel osztva a tagjait, egyenlé maradékok lépnek
fel, azaz ha

a=qd+r és b=qd+r (0 <r<d),

akkor
a—b=(q —q)d;
és forditva, ha
a—b=qsd (és ismét b=qd+r1),

akkor
a=(a—b)+b=(g3+q)d+r

Ennek alapjan a 3, 5 és 7 osztok esetében kiilon-kiilon vizsgaljuk 2n? és 31 maradékat.

3-mal osztva, n legkisebb nem negativ maradéka 0, 1 vagy 2, azaz n = 3k vagy 3k + 1 vagy 3k + 2, ahol k egész,
igy n? = 9k = 3-3k?, ill. 9k% 4 6k + 1 = 3(3k? + 2k) + 1, ill. 3(3k* + 4k + 1) + 1, vagyis az n? : 3 osztas maradéka 0
vagy 1, igy a 2n? : 3 osztaseé 0 vagy 2, tehat nem 1, mint a 31 : 3 osztasé. Eszerint N sohasem oszthato 3-mal.

Célszertibb a legkisebb abszolut értékd maradékot tekinteni. gy n = 3k +2 =3(k+1) -1 =3m — 1 és n® =
3(3m? — 2m) + 1, mint az n = 3k + 1 esetben. A tovabbi osztok esetében az egyenld abszolut értékii maradékok esetét
péarokba kapcsoljuk.

Az 5-6s 0szt6 szempontjabol n = 5k, vagy 5k £ 1, vagy bk + 2, és igy

2n? = 5-10k2, ill. 5(10k% + 4k) + 2, ill.
5(10k% £ 8k + 1) + 3,
tehat a 2n? : 5 osztas legkisebb nem negativ maradéka 0, 2 vagy 3, viszont 31-et osztva 1 marad, igy N sohasem

oszthatd 5-tel.
Ugyanigy n =7k, 7Tk £1, 7Tk £ 2, 7k £ 3 szerint

2n? = 7(14k?), il 7(14k2 £ 4k) + 2,
il 714k £8k+1)+1, il 7T(14k* 4+ 12k +2) +4,

a legkisebb nem negativ maradék rendre 0 vagy 2 vagy 1 vagy 4, ezzel szemben a 31 : 7 osztads maradéka 3, tehat N
sohasem oszthato 7-tel. Ezzel — az el6rebocsatottak értelmében — az allitast bebizonyitottuk.

Ugyanigy lathato be, hogy 11-gyel sem oszthato egyetlen N alakd szidm sem, de ezt 13-ra mar nem mondhatjuk:
n = 10 esetén 2n? — 31 = 169 = 132, Eszerint 2n> — 31 alakt szamnak nincs 13-nal kisebb valodi osztéja.

II. megoldas. Keressiink az N = 2n* — 31 szam kozelében az egyjegyti primszamokkal oszthato szamot. Az
A =2n?, B=2n%-2, C =2n%-38, D =2n?-18

szamok szorzata:
K = ABCD =16n(n—3)(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)(n+3)

oszthatd hét egymas utani szadm, ti. n — 3, n — 2, ..., n+ 2 és n + 3 mindegyikével, K tehat oszthaté 2-vel is, 3-mal
is, b-tel is és 7-tel is. Emiatt az A, B, C, D szamok kozott is van 2-vel oszthato, van koztiik 3-mal oszthato, van
koztiik 5-tel oszthatd, és van koztiik 7-tel oszthato is. Barmelyik is oszthatd koziiliik ezekkel a szamokkal, NV nem lehet
oszthato6 veliik, hiszen az

A-N=31, B-N=2, C(C-N=23, D-N=13

kiilonbségek egyike sem oszthatd a 2, 3, 5, 7 szdmok egyikével sem. Ezzel feladatunk allitasat bebizonyitottuk.
Ha az A, B, C, D szamokhoz hozzévesszik az

E=2(n+4)(n—4) =2n? - 32, F =2(n+5)(n—>5)=2n*-50

szamokat, a fentihez hasonlé meggondolassal kimutathatjuk, hogy N nem oszthaté 11-gyel sem, hiszen sem a fenti
A—N,B—N,C— N, D — N kiilonbségek, sem az

E-N=1, F-N=19

kiilonbségek nem oszthatok 11-gyel.
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