I. megoldas. Hozzdadogatassal konnyen kifejezhetjiik az 1 + 2+ ...+ N = Sy Osszeget N elsG tiz természetes
szam értékére:

N= 1, 2 3 4, 5 6, 7, 8 9, 10,
Sy= 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45  55.

Az eddigi Sy értékek egyes helyi értékd jegyei kozott nem fordul el 2, 4, 7 és 9, roviden: nincs ilyen végzédéstd
Sn. Megmutatjuk, hogy tovabb sem 1ép fel Sy-ben ilyen végz&dés. Ugyanis Sy-bdl mindjart Sy410-et képezve 10
1j tagot adunk hozza, ezeknek a végzidései kozott a 10-féle szamjegy mindegyike pontosan egyszer 1ép fel, vagyis
Sy végzodesehez 04+ 1+ 2 + ... 4+ 8 + 9 = 45-6t adunk hozza. Igy Syy10 végzédése 5-tel nagyobbnak adodik Sy
végzbdésénél, ha ez 5-6n aluli szdmjegy volt, ha pedig 5 vagy nagyobb volt, akkor 5-tel kisebbnek. Marmost a fenti
négy hidnyzé végzédés éppen olyan két parba kapcsolhatoé: 2 és 7, ill. 4 és 9, amelyek csak egymasboél adédhatnanak,
N-161 N + 10-re attérve.

Ezzel belattuk 72-re és T4-re végz6ds Sy lehetetlenségét és tovabbi 38 soha fel nem 1ép6 kétjegyd végzédést
talaltunk: X2, X4, X7, és X9, ahol X barmelyik szamjegyet jelentheti.

Attérve a hatra levé 73-as kétjegyii végzédésre, latjuk, hogy a 3-as végzédeés eléfordul N = 2 esetében, tovabba
meggondolasunk szerint N = 17-nél, mert S7 végzidése 8 és 8 — 5 = 3. A teljes érték

S17=957+45+8-10=153

(ugyanis a hozzadadott tagok koziil 8 egy-egy tizest is tartalmaz), ez sem 73-ra végzsdik.

Fenti meggondolasunkat egymés utan kétszer alkalmazva Sy o0 végzédésében Sy végzddése ismétlgdik, hiszen igy
2 - 45 = 90-et adunk a végzSdéshez. Eszerint csak 20k + 2 és 20k + 17 alaka N-ekre lesz Sy végz&dése ismét 3 (k
termeészetes szam). Marmost az Sy-hez hozzaadott 20 szam Osszege

(N+1)+(N+2)+(N+3)+...+ (N +19)+ (N +20) =
= 20N + (1 +24...420) = 20N + 210,

és ez N = 20k + 2 esetén 400k + 250, ha pedig N = 20k + 17, akkor 400k + 550 alakt. Eszerint pedig mindkét esetben
a 3-ra végz6ds Sn-ek kétjegyt végzddésében 03 és 53 valtogatjak egymaést, tehat valéban nem lép fel a 73-as végzddés.
Egyuttal azt is kaptuk, hogy nem lehet a végz6dés 13, 23, 33, 43, 63, 73, 83 és 93 sem. Hasonloéan adodik, hogy
ha Sy egyjegyt végzSdése 8 (ti. 20k + 7 és 20k + 12 alaka N-ek esetében), akkor kétjegyd végzSdése csak 28 vagy 78
lehet, vagyis nem lehet 08, 18, 38, 48, 58, 68, 88 és 98.
Megéallapitasaink természetesen csak a tizes szdmrendszerre vonatkoznak.

II. megoldas. Konnyd belatni, hogy

N(N +1
1) oy = YV 41
2

vagyis az Osszeg megkaphatd gy, hogy N-et szorozzuk a ra kovetkezs természetes szdmmal és a szorzatot osztjuk
2-vel. Ez ugyanis érvényes, ha N = 1, és feltéve, hogy valamely természetes szamra érvényes, akkor érvényes a ra
kovetkezdre is: NV £ 1) N 1)(N]+ 2

+ + +
— +(N+1)= —( 5 )

Az (1) osszefiiggés jobb oldalat teljes négyzetté alakithatjuk, 8-cal szorozva és 1-et hozzaadva:

1485y = (2N + 1)

A bal oldal tehat egy paratlan szam négyzete. Amde Sy = 100k + 72, 100k + 73 és 100k + 74 esetén 1+ 8Sy kétjegyt
végzbdése 77, 85, ill. 93, ami nem lehet négyzetszam végzddése. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

1+ 85y egyjegyt végzidése 7, ill. 3 minden olyan Sy-re, melynek 8-szorosa 6-ra, ill. 2-re végz6dik, vagyis 6 maga
2-re, vagy 7-re, ill. 4-re vagy 9-re végzidik. Es mivel négyzetszam egyjegyii végzédése sohasem 7, sem 3, azért Sy-nek
1-jegyt végzGdése sem lehet 2, 7, 4 és 9.

A 85 nem lehet négyzetszam végzddése, de az 5 lehet, ekkor a kétjegyt végzodés 25, tehat a szam 100k 4 25 alaku,
és itt k paros, ugyanis

(10m + 5)2 = 100m(m + 1) + 25,
és m, m + 1 egyike paros. Marmost, ha
1+ 8Sny = 200n + 25,

akkor Sy = 25n + 3, és igy Sy kétjegyd végzddése 03, 28, 53 vagy 78. Mivel pedig minden 3-as és 8-as végl szam

8-szorosat 1-gyel novelve 5-re végz6ds szamot kapunk, azért a 3-ra és 8-ra végz6dd, elébb fel nem sorolt kétjegyt
szamok nem léphetnek fel 1+ 2 + ... 4+ N alakt Osszeg utolsod két jegyében.
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