I. S-et el6szor a kor rovidebb PR ivén vessziik fel. Legyen egy az ABO haromszogbe beirt haromszognek az AB
oldalszakaszon levé cstcsa mindjart S, a BO, OA szakaszon A’, ill. B’ (1. abra).

1. dbra

E haromszdg keriilete egyenls a PB’A'R torottvonal hosszaval. Ugyanis P és S, mint az A-bol hdzott érinték
érintési pontjai, egymés tiikorképei OA-ra mint tengelyre nézve, és ugyanigy R, S az OB tengelyre szimmetrikus
pontpar, tehat

SB'+ B'A'+ A'S=PB +B'A"+ A'R.
Ez valoban nem lehet kisebb a tordttvonal P, R végpontjai kozti szakasznél, egyenls is csak akkor vele, ha A’, B’
szerepére azt az A*, B* pontjat valasztjuk az OB, ill. OA szakasznak, amelyet a PR szakasz metsz ki beldle.

S helyén az AB oldalszakasz més, S’ pontjat véve az S’ A’ B’ haromszog keriilete az el6z6khdz hasonloéan egyenls
annak a 3 darabbol 4ll6 tordtt vonalnak a hosszaval, melynek kezdd és végpontja S'-nek az OA, OB tengelyre vett P/,
ill. R’ tiikorképe, kozbiilsé toréspontjai pedig B’ és A’. Az ilyen torott vonalak hossza hasonléan nem kisebb a PR’
szakasznal, igy elég errdl az utobbirdl belatnunk, hogy nem kisebb P R-nél.

Toljuk 4t P'R’-t a PR helyzetbe. A keletkezett PRR" haromszogrél mindjart belatjuk, hogy R-nél derékszogi,
ebbdl adodik, hogy PR < PR" = P'R’. Valoban, R'R" = P'P = S’'S = R'R, igy R'RR" egyenl6 szart haromszog,
RR" parhuzamos az RR' és RR" iranyok kozti szog felezGjével, ez a szdg pedig egyallisi a P-ben, R-ben huzott
érint6k kozti szoggel, aminek a felezdje merdleges PR-re, tehat RR’ 1L RP.

Az S-re tett korlatozas alapjan POR< < 180°, igy a felhasznalt haromszogek valoban léteznek, és 1étezik a mondott
A*, B* pont, hiszen a PR egyenes elvalasztja O-t P-t6l. Ezzel az &llitast bebizonyitottuk.

II. Ha S-et a nagyobbik PR koriven vélasztjuk, fenti meggondolasunk érvényes marad, annyiban azonban mo-
dosul, hogy az AOB haromszogbe beirt SA'B’, ill. S’A’B’ haromszdgek kozott nem létezik a PR har, ill. a P'R’
szakasz hosszéaval egyenld keriiletii haromszog, hiszen az OP (ill. OP’) félegyenest S-en (ill. S’-n) at az OR (ill. OR')
félegyenesbe 180°-nal nagyobb elfordulés viszi at, PR-nek (ill. P’ R'-nek) nincs pontja az OAB haromszog keriiletén
(2. &bra).




II1. Akkor is érvényes eredeti meggondolasunk, ha P és R eleve a kor egy atmérdgjének végpontjai voltak. Ekkor,
bar PR (ill. P'R’) atmegy O-n, a fenti A*, B* egybeesik O-val, az SA* B* mar elfajult haromszog lenne, ekkor — amint
a II. esetben is — minden valédi beirt haromszog keriilete hatarozottan nagyobb a PR szakasznal (3. &dbra).

Megjegyzés. Bizonyitasunk lényegében megegyezik Fejér Lipét magyar matematikusnak (1880-1959) azzal a hi-
res, egyszerl bizonyitasaval, I amellyel megmutatta, hogy a hegyesszogli haromszogbe beirt haromszogek kozott
van legkisebb teriiletd és ez a haromszog talpponti haromszoge. — Nyilvanvalé ugyanis, hogy OS az OAB harom-
sz6g magassidgvonala, megmutatjuk még, hogy AA* is merSleges OB-re. Az OPR egyenl6 szart haromszogben
POR< = POA< + AOB< + BOR« = AOS< + AOB< + SOB<« = 2A0B«, ezért PRO< = 90° — AOB«, és
igy PRB< = A*RB< = A*SB< = AOB< = AOA*<. Igy pedig O, A, S, A* egy koron vannak, és OSLAS miatt e
korben OA atmérs, ennélfogva OA* A< = 90°. Ugyanigy BB* LOA.

LLasd pl.:H. Rademacher — O. Toeplitz: Szamokrol és alakzatokrol, 2. kiadas, Kozépiskolai Szakkoéri Fiizetek, Tankoényvkiado, Budapest,
1954, 26-30. o.



