El6rebocsatunk egy segédtételt, amelyet az alabbi megoldasok mindegyikében felhasznalunk.

Segédtétel: Az ABCD trapéz (AB||CD) BC és AD széarainak és AC, BD &tloinak metszéspontjat (E-t és O-t)
0sszekots egyenes felezi az AB és C'D oldalt.

Megforditva, ha egy ABCD négyszogben E és O létrejon, és EO felezi az AB oldalt, akkor AB||CD (vagyis a
négyszog trapéz).

Bizonyitds. Messék egymast a (konvex) ABCD négyszég BC és AD oldalai a C-n, ill. D-n tali meghosszabbitas
E pontjaban, 4tloi az O pontban (1. dbra).

1. dbra

Huzzunk parhuzamost B-bdl AC-vel, A-bol BD-vel, messék ezek az FO egyenest a P, ill. R pontban. Ekkor a
parhuzamos szelSk tétele szerint
AD RO BC PO

(1) DE  OF’ CE OF’

Ha méarmost a négyszog trapéz, akkor a bal oldali aranyok egyenl6k, igy PO = RO, vagyis P és R egybeesik. Eszerint
AOBP paralelogramma, és atloinak E; metszéspontja felezi 6ket. Mivel CD||AB, az el6bbi egyenes és FO (= EEj)
F metszéspontja is felezi CD-t.

Tegyiik most azt fel, hogy FO és AB metszéspontja, F1, felezi AB-t. O-nak Fj-re vonatkozo P tiikorképe is EO-n
van, és AOBP paralelogramma, tehat a P és R pont egybeesik, az (1) alatti jobb oldalak megegyeznek, tehat a bal
oldaliak is, ez azonban csak ugy lehetséges, ha DC||AB. Most mar a bizonyitas elsS része adja, hogy F is felezi C' D-t.

Ha F-r6l tessziik fel, hogy felezi C'D-t, akkor C-bél és D-bdl kell az atlokkal parhuzamos CP és DR egyenest
htizni.

I. megoldas. Segédtételiink elss része alapjan megszerkeszthetjiik csak vonalzo segitségével az AB, C'D szakaszok
E; és F felez6pontjat, majd az E1 B és CF szakaszok B’ és C’ felez6pontjat (2. abra).

Igy X \
BB' = B'Ey = {AB = 2DC = DC/,

tehat BB'DC’ és B'E;DC’ paralelogramma, 4tl6ik metszéspontja a keresett kozépvonal egy-egy pontja.

Ennek alapjan a szerkesztés a kovetkezs egyenesek és metszéspontok megszerkesztésével torténhet: AD és BC
metszéspontja £, AC és BD-¢é O, EO metszi AB-t és CD-t Ei-ben és F-ben. A BF és CE1-nek O’ metszéspontjat E-
vel 6sszekotd egyenes metszi ki B'-t és C'-t és egyben B.D-bdl az els6 paralelogramma K kdzéppontjat. Ezt dsszekotve
DB’ és E;(C'-nek K, metszéspontjaval, kapjuk a koézépvonalat.



Fiirst Eva (Tatabanya, Arpad Gimn., I. o. t.)

I1. megoldas. Ugy is hozhatunk létre paralelogrammakat, hogy E; és F megszerkesztése utan a segédtétel elsé
része alapjan CD-t megduplazzuk.

FE; és F megszerkesztése utan htizzuk meg D E7-et, majd az AC-vel valé G metszéspontjat B-vel 0sszekots egyenest
metssziik el CD meghosszabbitasaval D'-ben (3. abra). Az ABC D’ trapéz szérainak és 4tloinak metszéspontjat dssze-
kot egyenes felezi AB-t, vagyis atmegy E1-en, igy azonos az Fi-et az atlok G metszéspontjaval 6sszekotd egyenessel.
Ez nem més, mint E1D. Tehat D felezi CD'-t, s igy

D'F=D'D+DF =(3/2)-CD = (1/2)- AB = AE, = E\B.

Eszerint AD'FE; és E1D'F B paralelogramma. Az utébbinak a kézéppontja, BD'-nek és Ey F-nek metszéspontja, mar
rendelkezésre is all. AF és D'E; metszéspontja, K4, szolgaltatja a kdzépvonal egy masik pontjat.

Fodor Péter (Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn., II. o. t.)

3. dbra 4. dbra

II1. megoldas. Két paralelogrammat szerkeszthetiink a segédtétel masodik részének, valamint annak felhasznala-
saval is, hogy O felezi az EF; szakaszt. Valoban, egyrészt EF' az EE; harmadrésze, tehat F'Eq a 2/3 része; masrészt
OF az OFE;-nek harmada, tehat F F;-nek negyede, OF; pedig a hairomnegyede, tehat EFq-nek a fele, amint allitottuk.

Ennek alapjan a kovetkezéképpen jarhatunk el: az el6z6 megoldasok els6 5 egyenesének a meghtizasa utdn megraj-
zoljuk DE;-et; ennek az AO-val valé G metszéspontjat E-vel 6sszekots egyenes messe AB-t A’-ben (4. abra).

DEE A’ trapéz, mert ED és E1 A’ oldalainak és az atloknak metszéspontjat, A-t és G-t Osszekotd egyenes felezi
EE;-et. Ekkor viszont DFE A’ paralelogramma, igy FA’ kimetszi F;D-b6l a kézépvonal egy Ky pontjat. Ugyanigy
szerkeszthetjiik — D helyett C-t és A helyett B-t véve — a K pontot. A ketts dsszekits egyenese a keresett kdzépvonal.

Bendzsel Miklés (Budapest, Piarista Gimn., II. o. t.)

Megjegyzés. Masodik paralelogramma szerkesztése nem is sziikséges, hiszen CEy A'F is, ADC A’ is paralelogramma,
mert

E/A =FD=CF=(1/2)-CD = (1/6)- AB, és igy

AA' = AB — AE, — B A’ = (1—%—%) -AB = (1/3)- AB = CD.

A’ megszerkesztése utdn tehat akar CA'-vel E1F-bdl, akir DA’-vel AC-b6l kimetszhetjiik a kdzépvonal egy-egy
pontjat (Kg, ill. K7).

IV. megoldas. Lattuk, hogy O felezi az EF, szakaszt. Ismert ponton dt a felezépontjdval egyiitt ismert AB
szakasszal — mint majd belatjuk — pdrhuzamost tudunk szerkeszteni kizdrolag egyenes vonalzé haszndlatdval. O-n
at AB-vel parhuzamost huzva, ez az ABFE haromszog kozépvonala. Ennek ismeretében a masik két kdzépvonal is
meghtzhato, és ezek felezik AC-t és BD-t. A két felezGpont a kdzépvonal egy-egy pontja.

Ennek alapjan a szerkesztés az F7 pont megszerkesztése utan: meghtuzzuk DFE; et, az AO-val valé G metszéspontjat
B-vel 6sszekotd egyenes messe AE-t Bi-ben (5. abra).



5. dbra

Az ABO By négyszog AB;1 és BO oldalainak D metszéspontjat az atlok G metszéspontjaval 6sszeko6ts egyenes D Fry
felezi AB-t. Igy a segédtétel masodik része szerint OB, ||AB, B, felezi AE-t, ennélfogva a B0 egyenesnek BC-vel
valo A; metszéspontja felezi BE-t. Igy E1B;, F1A; az ABE haromszog masik két kozépvonala, ezért AC-t és BD-t
ezek Kg, Ky felez6pontjaban metszi, tehat KgKg az ABCD trapéz keresett kozépvonalanak egyenese.

Megjegyzések. 1. Ay és Ko megszerkesztése megtakarithato, ha észrevessziik, hogy trapézunk kozépvonalanak hossza
(AB+CD)/2=2CD = (2/3) - AB, igy E-t6l 2/3 akkora tavolsdgban van, mint a trapéz AB alapja, tehat dtmegy az
ABEAS silypontjan, ami pedig EFE; és BBy metszéspontjaként mar rendelkezésre 4ll.

2. S-et — ugyanezen egyenesek metszéspontjaként — mar a II. és a III. megoldasban is emlitettiik, K3, ill. Kg
jeloléssel. Kg-et viszont az I. megoldasban — K; jeloléssel — egy méasik egyenessel metszettiik ki BD-bsl. A fenti 4
megoldést egy abran végrehajtva szamos tovabbi efféle Gsszefiiggést vehetiink észre, amelyeket kombinalva tovabbi
megoldasokat kaphatunk. Megoldas épithetd pl. arra a tényre is, hogy (FO = OFE; miatt) a trapéz O-ra vonatkozo
tiikorképében AB képe atmegy FE-n, C'D képe a kozépvonalon van, a legutobbi KgKg szakasz. Az I-III. megoldasok
eredményei tekinthet6k egy-egy olyan haromszog kozépvonala szerkesztésének is, amelynek egy oldala a trapéz egyik
alapjan fekszik, harmadik csticsa pedig a masik alapjan, pl. K1 K2 a BB'D és B'C’ D haromszog kozépvonala.

3. Tébben felhasznaltak, hogy barmely trapézban az atlok metszéspontjan at az alapokkal parhuzamosan htzott
egyenesbdl a szarak kozé es6 szakasz hossza a két alap harmonikus kézéparényosa. Ez a fentieket kissé meghaladé
méretd szamitast igényel.

1vs. K. M. L. 37 (1968) 70. o.; tovabba 1232. gyakorlat.



