Erzsi megallapitasa helyes, barmely M oszt6 esetében (itt M = 12, ill. 14) elég az M-nél kisebb, nemnegativ egész
szamokra szoritkozni a keresésben, mert ha az egyik tényezé a = kM + r, ahol k egész szam és 0 < r < M, tovabba a
masik tényez6 b, akkor szorzatuk ab = (kb) - M + rb, és ez M-mel osztva ugyanazt a maradékot adja, mint rb, hiszen.

ab rb
U kb + iR
ahol kb egész szam. (Ez a meggondolés természetesen b-re is érvényes.)

Nem szerepelhet azonban a kivalasztott szamok kozott a 0, mert ezt a tobbi 4 szdm barmelyikével szorozva ugyan-
azt az osztando6t és maradékot kapjuk, ti. 0-t. Ugyanezért az 5 szadmnak — a talalt korlatok kozott — egymastol is
kiilonbozének kell lennie.

5 kiilonb6z6 szam — mondjuk a, b, ¢, d és e — koziil 10 kéttényezGs szorzat képezhets:

(1) ab, ac, ad, ae; be, bd, be; cd, ce; de.

A tovabbi meggondolasok azon az észrevételen alapulnak, hogy ha a A, M, K, R egész szamokra
A=MK+R

és d az M egy osztdja, akkor vagy A is, R is oszthato d-vel, vagy egyik sem. Valoban, egyenlGségiinkbl
A—R=MK,

ami oszthaté d-vel, és ez nem kovetkezhet be tgy, ha a kiilonbség egyik tagja oszthaté d-vel, a masik nem.

I. Megmutatjuk, hogy M = 12 esetén nem talalhatd megfelels szamotos. A tiz kettGsszorzat osztési maradékanak
ugyanis a

(2) 0,1,2,3,4,56,78,9, 10, 11

szamok koziil kell kikeriilnie. Ezekbd&l barhogy valasztunk ki tizet, keriil kozéjiik paros is és paratlan is. KéttényezGs
szorzataink koziil megjegyzésiink szerint csak a parosak adnak paros maradékot, mivel 12 paros; s6t, mivel 12 oszthato
4-gyel is, ha egy szorzat 4-gyel oszthatd, akkor a maradéka is, és csak akkor.

A szorzatok kozt akkor van paros, ha az ot kivalasztott szam kozt van. Ha ez oszthato 4-gyel is, akkor a masik
négy szammal valo szorzatainak maradéka is; amde a (2) szdmok koziil csak harom oszthaté 4-gyel. Igy az 6t szam
kozt nem lehet 4-gyel oszthato.

Ha viszont az 6t szam kozt csak 4-gyel nem oszthat6 paros szadm szerepel, az ilyenek paratlan tobbszordse is ilyen:

(4k+2) (21 +1) =42kl + k +1) + 2,

tehat ha a tobbi négy szam paratlan, akkor négy szorzat maradéka 4-gyel nem oszthaté péaros szam, holott az (1)
szamok kozott csak harom ilyen van.

Ha pedig az 6t szam kozt legalabb két paros van, akkor ezeknek a tobbi hadrom szdmmal és egymassal val6 szorzata,
tehat legalabb 7 szorzat paros, és igy a maradékuk is, az (1) szamok kozt viszont csak hat paros van. Igy semmilyen
6t szambol kiindulva nem lehet az Gsszes kéttényezGs szorzatok maradéka (12-vel osztva) kiilonbozo.

II. M = 14 esetén a lehetséges osztasi maradékok
(3) 0%,1,2,3,4,5,6,7",8,9,10, 11, 12, 13.

A fentiekhez hasonloéan kapjuk, hogy szamotosiinkben nem léphet fel 0, de a 7 sem, mert ennek a négy tobbivel valo
szorzata is oszthatd volna 7-tel, tehat — mivel 14 oszthatd 7-tel — megjegyzésiink szerint ezek maradéka is, holott a
(3) szamok koziil csak ketts oszthatod 7-tel. Megjegyzésiink szerint ekkor megforditva is, sem 0, sem 7 nem szerepelhet
maradékként, igy (3)-bol csak 6 paros és 6 paratlan maradék léphet fel. Ebbél a fentiekhez hasonloan adédik, hogy az
0t szam koziil egy, mondjuk a paros, a tobbi négy szam paratlan.

Itt csak a paratlanok Osszevalogatasa igényel meggondolast. Ha ugyanis b, ¢, d, e olyan, hogy (1) utolsé 6 szorzata
kiilonb6z6 maradékot ad — mint lattuk, csupa paratlant —, akkor a-ként 2, 4, 6, 8, 10 és 12 mindegyike megfelel, mert
(1) els6 négy szorzata és maradékuk paros, tehat amazoktol kiilonb6zs. Tovabba kettdjiikbsl — pl. ab-bél és ac-bol —
nem adédhat ugyanaz a maradék, kiilonben ac — ab = a(c — b) oszthato volna 14-gyel, tehat 7-tel is, ami nem teljesiil,
mert ¢ — b értéke ugyancsak a 2, 4, 6, 8, 10, 12 szamok valamelyike.

A b, ¢, d, e szamok Osszevilogatasa céljara felirjuk tablazatban a szoba jovs paratlan szamokbol alakulo szorzatok
14-es maradékat.



a kisebbik a nagyobbik tényezd
tényezd 3 5 9 11 13

1 3 5} 9 11 13
3 1 13 5 11
) 3 13 9
9 1 )
11 3

Véve pl. b =1, ¢ = 3, d = 5-6t, az ezekbdl képezett paros szorzatok maradékai a tablazat szerint 3, 5 és 1. Mivel a
3-as sor folytatasaban van még 5-0s és az 5-0s sordban van 3-as, a 11, ill. 9 oszlopaban, azért e-ként nem hasznalhaté
11 és 9, de lehet e = 13.

Ezek szerint Erzsi mésodik feladata kévetélményeinek megfelel pl. az

szamotos, a szorzatokbdl addédd maradékok novekvs rendben:
1,2,3,4,5,6,8,9, 11, 13.

Sailer Kornél (Ozd, Jozsef A. Gimn., IIL o. t.)
Gl Péter (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., I. o. t.)

Megjegyzés. Konnyi belatni, hogy ha a 14-es oszto esetén b, ¢, d, e egy megfelel§ paratlan szamnégyes, akkor
14 —b, 14 — ¢, 14 — d, 14 — e is megfelels.
A tovabbi megfelel§ paratlan négyesek:

1,3,9,11; 1,59, 11; 1,9, 11,13; 3,5,9,13 3,5, 11, 13,

szamuk a fentivel egyiitt 6, igy a szdmotos megvalasztasi lehetGségeinek Gsszes szama 6 - 6 = 36.
Sailer Kornél, Gdl Péter



