I. megoldas. A bizonyitandé (3) egyenlSség bal oldalan n azonos felépitést tag (szorzat) all; n = 1 esetén a bal
oldal egyetlen tagja azonos a jobb oldallal.
n > 1 esetén a foltevés szerint
Yo +y1 = p(xo + 71) + 2q,

igy (3) bal oldalanak els6 tagja
t1 = pai — 25) + 2q(21 — wo);

ugyanigy a masodik tag, majd az els6 két tag so Osszege
ty = p(a3 — 1) + 2q(w2 — x1),
sy =t +ty = p(x3 — 23) + 2q(z2 — 0),
és itt a valtozok 1-es indext értékei nem szerepelnek, az 6sszegben kiestek.

Ugyanigy az els6 3, az els6 4, ... tag Osszegét felirva, benne az xg, yo értékparon kiviil csak egyféle index, az x3,
ys, ill. x4, y4, ... értékpar 1ép fel, a kozbiilss indexii értékek kiesnek. Ebbdl sejtjiik, hogy az elss i tag Osszege barmely
i(> 0) esetén ilyen alaku:

(4) s = p(x} — 5) + 2q(z; — xo).
Valoban, az ¢ + 1-edik tag
tivr = (Ui + Yir1) (@it — i) = p(xfyy — 27) + 2q(ig1 — 35),
és igy az els6 i + 1 tag Osszege
Sit1 = $i +tip1 = p(xi ) — 25) + 2(xip1 + 20),
ami azonos (4)-gyel, ha az i indexeket i + 1-gyel potoljuk. Ezzel bebizonyitottuk, hogy (4) helyes.
Ezt i = n esetére alkalmazva (3) bal oldala, kell§ tovabbi alakitassal
sn =Py — 15) +2q(n — o) = (pry + po) (2 — x0) + 2q(wn — w0) =
[(pzn + ) + (P20 + @)] (20 — 0) = (yn + y0) (T — 20),

azonos a jobb oldallal. Eszerint az allitas helyes.

A bizonyitasban nem volt sziikség az (1) egyenlGtlenségre, tehat az éllitas aneélkiil is érvényes (az y = px + ¢
fiiggvény minden z-re értelmezve van).

Szamitasunk p = 0 esetén is érvényes, ebben az esetben azonban koézvetleniil konnyebben belathaté. Ekkor yo =
Y1 =...=Yn = ¢, a (3)-beli szorzatok els6 tényezGje 2q, kdzos.
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II. megoldas. «) Egyszerii geometriai jelentést tulajdonithatunk (3)-nak, ha a (2) értékek egyike sem negativ,
ebben (1)-et is felhasznaljuk.

p .
I Pl Pz -V*"phq yT
‘ P,
. . ! Pn
v/
RN R
= %
/\ R 77K
Qb/gyg al Q,‘.;...Q,,-) ‘an
Y X X - X Al'u'd Xt * X

(1) és (2) osszetartozo értékparjai a derékszogl koordinata-rendszerben az y = px + ¢ fiiggvény képén, ami egyenes

vonal, n 4+ 1 pontot jelolnek ki, legyenek ezek rendre Py, P, ..., P,, és legyen az x tengelyen levG vetiiletiik rendre
Qo, Q1, Q2, ..., Qn. Két-két szomszédos pontpar: P;, Q;. és P11, Q;y1, ahol ¢ =
=0,1,2,...,n — 1, egy derékszogi trapéz négy csucsa, hiszen P;Q; |i+1 Qi+1 L QiQit+1, a trapéz parhuzamos

oldalainak hossza P;Q; = yi, Pit1Qit+1 = Yit+1, magassaga pedig Q;Qi+1 = Tit1—x; (> 0). Masrészt a PhQoQnPn, =T
négyszog is derékszogl trapéz, ennek parhuzamos oldalai yg és y,,, magassaga x, — zo. Ha yo = 0,vagy y, = 0, akkor



Qo azonos Py-lal, ill. @), azonos P,-nel, a trapézsorozat elején vagy a végén egy derékszogl haromszog all, és ekkor
T is elfajul a PyQ, Py, ill. PyQoP, derékszdgli haromszoggé. Ha pedig p = 0 és ¢ > 0, akkor speciélisan téglalapokat
hataroznak meg a mondott pontparok és a Py, Qg és P, @, parok is.

Marmost (3) jobb oldala a T trapéz teriiletének 2-szeresét jelenti, a bal pedig annak az n trapéznak a 2-szeresébdl
képezett Osszeg, amelyre T-t az alapjaival parhuzamos Py Q1, P2Qo, ..., Pn_1Qn_1 szakaszok felosztjak, igy (3) he-
lyessége nyilvanvalo.

B) Ha a (2) szamok kozott negativ is van, jelolje koziiliik a legkisebbiket 3*. Igy az

*

i =Yi—Y

szamok nem negativok, és az y = px + ¢ — y* fiiggvény megfelels helyen felvett értékeivel egyenlsk, tehat az «) rész
szerint érvényes rajuk, hogy

(3%) (o +yi)(xr —x0) + - + (Wn1 + ) (@n — 2n-1) = (Yo + Y ) (Tn — 20)
Marmost (3*) bal oldala a
=2y (x1 —20) — ... = 2y" (Tp — Tp_1) = 29" (20 — 20)

értékkel nagyobb (3) bal oldalanal, és ugyanennyivel nagyobb (3*) jobb oldala is (3) jobb oldalanél, tehéat (3) is igaz.
(A ,,nagyobb” 4llitasnal természetesen figyelembe veendd, hogy y* < 0.)
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