I. megoldas. I. Megmutatjuk, hogy elGallithatok olyan természetes szamparok, amelyek eleget tesznek a kivant
sorozat szomszédos tagjaira el6irt kovetelménynek, tovabba hogy minden ilyen par nagyobbik tagja egyenls egy masik
par kisebbik tagjaval. Ebb6l mar kovetkezik, hogy egy megfelel§ szampéarbol kiindulva gy kapunk egy az elGirast
kielégits, tetszés szerinti szdmu tagot tartalmazé szdmsorozatot, hogy nagyobbik szaméat a kovetkezS par kisebbik
tagjanak vessziik, hozza képezziik a nagyobbik tagot és ezt az eljarast ismételjiik a tagok kivant szdméanak eléréséig.

Legyen a szdmpar nagyobbik és kisebbik tagjanak kiilonbsége d, kisebbik tagja a, igy a méasik tag a + d; eszerint
d-nek is természetes szamnak kell lennie. Az el6irds szerint

a+(a+d)=d*
amibél

d*>—d d(d-1)
(1) @=——= 5
Ez a kifejezés mindig természetes szamot ad, ha d-ként 1-nél nagyobb természetes szamot valasztunk, hiszen d és az
1-gyel kisebb szomszédja koziil az egyik szam paros, tehat szorzatuk oszthatd 2-vel; igy persze a par méasik tagja is
természetes szam. (d = 1 esetén a = 0 lenne.)

Ezzel azt is kaptuk, hogy végtelen sok olyan szampar képezhets, amely kielégiti a sorozat szomszédos tagjaira el&irt
kovetelményt. Pl. a d = 5-b6l képz6ds szampar két tagja a =5-4/2 =10 és a4+ d = 15.

Maésrészt a tetszés szerinti d-bol képezett par nagyobbik tagja (1) alapjan

d?+d  (d+1)d
2 2
és ez valoban (1)-bdl is kiadodik, ha d helyére d+ 1-et irunk. Eszerint: a d kiilonbségi szampar nagyobbik tagja egyenld
a d + 1 kiilonbségi par kisebbik tagjaval. A példaban kapott 15 kiadodik a 6 - 5/2 alakbol is.
Mindezek alapjan a sorozat co mésodik tagja és ¢1 elsS tagja kozti d kiilonbséget megvalasztva (d > 2, természetes

szam) c1-et megadja (1), co = ¢1 +d, tovabb pedig tagrol tagra az 1-gyel nagyobb szamot vessziik a szomszédos tagok
kiilonbségének. Pl. d = 5-bdl

(2) a+d=

=10, c2=10+5=15, c3=154+6=21, c4=21+7=28,

II. Megadhato6 olyan képlet, amelynek alapjan a sorozat tetszés szerinti n sorszamdi tagja a megel6z6 tagok elgallitasa
nélkiil kiszamithato. Legegyszertibb ez, ha co — ¢1-ként a megengedett legkisebb d = 2 értéket valasztjuk: (1) tényez6it
folcserélve:

1-2 2-3 3 3 n(n+1
012721, 022723, altaldban cn:¥.
Ha pedig co — ¢; = d;, akkor
dy —1)d dy(d 1 d —2)(d -1
0127( - 5 ) 3 02:71( 12+ ), dltaldban ¢, = (1 £ n )2(1+n ).
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II. megoldas. Legyen a sorozat két egymas utani tagja u és v, ahol v > u > 0, egész szamok. Ekkor

u4v=(v—u)?

v szerint rendezve
v? — 2u+1)v+ (u® —u) =0,

és az oldoképlettel
1
(3) v:u—|—§(1—|—\/8u—|—1).

(A négyzetgyokjel el6tt nem allhat minuszjel a v > u megéllapodas miatt.)
Ez csak olyan u mellett lesz pozitiv egész szam, amelyre 8u + 1 négyzetszam, éspedig nyilvanvaldéan paratlan szam
négyzete:

(4) Su+1=(2k—1)7

ahol k egész szam. Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy k pozitiv, tovabba u > 1 miatt & > 2. Igy
(4)-bél, majd (3)-bol

. (2k—1)> -1 _ k(k—1)

8 2

v=u+k=



és ezek azonosak az I. megoldas (1), (2) eredményeivel.
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III. megoldas. Legyenek a sorozat tagjai ag, a1, ag, ... és legyen két egymés utani tag kiillénbsége a;+1 — a; =
bi(i=0,1,2,...), a feltevés szerint ez is természetes szam. A feladat kovetelménye két szomszédos szampérra:

(5) Ait+1 +a; = b12,
(6) aiyo + aip1 = by

A bal oldalak kiilonbsége
air2 — @i = (Git2 — ait1) + (@it1 — a;) = biy1 + by,

igy (6) és (5) kiilonbsége
biy1 + by = bFyy — b7,

és mivel a bal oldal pozitiv, egyszertsithetiink vele:
1=1biy1 — by,
vagyis a tagrol tagra bekovetkezd ndvekedés tagparrol tagparra 1-gyel novekszik, szamtani sorozatot alkot:
(7) bi = bo + i.
Most mar (5) alapjan

(ai + bl) +a; = b?,
b7 —b; _ bi(bi—1)  (bo+i)(bo +i—1)

2 2 2

(8) a; =

és ag > 0 miatt bg > 1.

Megforditva, (8)-bol és (7)-b6l kovetkezik (5), masrészt, hogy mint két szomszédos természetes szam szorzatanak
fele, természetes szam. Igy a feladatnak eleget tevs sorozatokat elsé két tagjuk by kiilonbsége egyértelmiien meghaté-
rozza.

(Tusnddy Gabor)



