I. megoldas. 1. Ha a = ¢, akkor b 4tmérG és a szerkesztés magatol értet§ds. Ha a # ¢, valasszuk a bettizést ugy,
hogy a két széls6 hir koziil a legyen a kisebbik: a < ¢ (1. abra).

1. dbra

Ekkor c¢ kozelebb van a veliik pdrhuzamos d atmér6hoz, mint a, ezért b mindenesetre azon a partjan van d-nek,
mint a. Legyen a és b kozti tavolsag x, az a és d kozti tavolsag y, ekkor d-t6l a b hur y — x, a ¢ har pedig |y — 2x|
tavolsagra van. Pitagorasz tétele alapjan

(3) (%) =2+ (3)

Innen y-t és d-t kikiiszobolhetjiik tgy, hogy kivonjuk (1) és (3) Gsszegebdl (2) kétszeresét:

0= (3) 4 () v 2 (5)

a? + ¢2
(4)

ekkora az a és ¢ hur tavolsaga.
2. A szerkesztés a kovetkezd.

Egy P cstcst derékszog (2. dbra) két szarara felmérjik PQ = a, ill. PR = ¢ szakaszt, a QR szakasz f6lé Thalész-
felkort irunk, kijeloljiik rajta a szakasz f felez6 merdlegesén levs F' pontot (f-et mar a kbzéppont szerkesztésében
hasznaltuk), az F'R félegyenest metssziik a @ koriili b sugart korrel a G pontban. Folmérjik az F'Q) egyenesre az
FA=FA = a/2, valamint a vele parhuzamos, G-n 4tmeng egyenesre a GC = GC’ = ¢/2 szakaszt, ekkor a keresett
k kor O kozéppontjat az AC szakasz felez merdlegese metszi ki FG-bd6l, sugara pedig OA.

3. A szerkesztésb6l nyilvanvalo, hogy AA’, CC’ a k-nak parhuzamos és a, ill. ¢ hossziisag hiirja, mert merélegesek
FG-re; azt kell csak bebizonyitanunk, hogy az AC-nek F felezGpontjan at veliikk parhuzamosan huzott — és igy F A-t6l
és GC-t6l egyenld tavolsdgra levs — e egyenes k-bol b hosszisagt hirt metsz ki. Legyen a hir BB’ felez6pontja H.



A szerkesztés szerint QR? = a® + ¢, QRF egyenls szart derékszogt haromszog, igy QF? = (a® + ¢?)/2, tehat
FG = 2z, megfelel (4)-nek. O a HG félegyenesen van, igy HO = FO — FH = FO — z, OG = |2z — FO|. Marmost

BH? = BO? - HO? = %(AO2 +C0?) — (FO — x)* =

1 2 2 2 2 s 1 (a®+¢ 2 2
= 5(FO* + FA* + GC* + OG?) - (FO - 2)* = +FO? 1 (20— FO)? ) —

2 4
2, 2 2
—FO2+2x-FO—x2:a_gc —l—xzzbz,

és ez a szerkesztés helyes voltat bizonyitja.
4. A szerkesztés végrehajthato, ha (4)-ben b > (a®+¢?)/2. (Nem elég tehat, hogy b hosszabb legyen a és ¢ alapokboél
szerkesztett szimmetrikus trapéz kozépvonalanal. A kapott korlat ugyanis nagyobb a kozépvonal négyzeténél:

() (5 )

A feltétel teljesiilése esetén 1 megoldast kapunk.

Fuggert Endre (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IL. o. t.)
I1. megoldas. 1. Legyenek a hirok rendre AA’, BB', CC’, és messe BB’ az AC-t K-ban, A'C’-t K’'-ben (3. abra).

Az ABK és B'CK haromszogek hasonlok, mert szogeik paronként egyenlsk, igy
BK CK KA

(5) KA KB KB’
KA’ =KB- KB,

azaz KA mértani kdzéparanyos BK és KB’ kozott. Masrésst KK' a CC'A’A trapéz kozépvonala, és az alakzat
szimmetrikus a hturok kozos felezé merélegesére, mint tengelyre nézve.

2. Ezek alapjan a szerkesztés a kovetkez6. A BB’ = b szakasz M felez6pontjatol B felé folmeérjiik az M A; = a/2,
MOy = ¢/2 szakaszokat. Aj-ben és A;C1-nek K felezGpontjaban merdlegest rajzolunk BB’-re és az utobbit metssziik
a BB’ atmeérs folotti Thalesz-korrel az L pontban. Ekkor a K koriili, K L sugart k; kor az el6bbi merélegesbél kimetszi
A-t, AK-nak ki-gyel valo méasik metszéspontja C és a keresett k kor az ABC haromszog koré irt kor.

3. Bizonyitésul elég azt megmutatnunk, hogy k atmegy B’-n is. Ekkor ugyanis az M-ben B B’-re éllitott m merdleges
szimmetriatengelye k-nak, ezért A-nak és C-nek m-re vetett A’, ill. C’ tiikorképe is rajta van k-n, AA" és CC’
parhuzamosak BB’-vel, mert merdlegesek m-re, AA' =2 MA; = a, CC’' =2 MC, = c — ugyanis CC; L. BB’, hiszen
a CKC, haromszog egybevagd az AK Ay derékszogt haromszoggel —, végiil ugyanezért BB’ egyenls tavolsagra van
AA'-t6]l 6s CC'-t6l. — Allitasunk abbol kovetkezik, hogy KL = K A az ismert mértani kbzéparanyos szerkesztés miatt
teljesiti (5) jobb oldali egyenlGségét, ezért a bal oldali egyenlGség is fennéll, igy a K-nal egyenls (cstcs-) szdgekkel bird
KAB, KCB’ haromszogek hasonlok, BB'C< = BAC4.

4. A szerkesztés végrehajthato, ha KL > K A, azaz — pozitiv szakaszokrol l1évén sz6 —, ha KL? > K A?

b a+c b a+c at+c a 2
KB-KB = |- — — KA2 = _Z
<2 1 ><2+ 1 )> 1 < 1 2) :

E_ a+c 2_ c—a 2_1 b2_a2—|—c2 -0
4 4 4 4 2 ’

ami azonos feltétel az I. megoldasban talalttal. A feltétel teljesiilése esetén egyetlen L és (lényegében egyetlen) A
pontot kapunk.
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