I. Megoldas. Ha létezik a kivant A, B, C, D szamnégyes, akkor az a polinom-egyenléség is azonossag, amit (1)-
bdl a jobb oldal nevez§jével vald szorzas utjan kapunk (ez a nevezd ugyanis egyszersmind a bal oldali nevezsk kézos
tOobbszorose, ezért a szorzas Utjan egész kifejezés adodik):

(1) Az + D@2+ 2+ 1)+ B@*+2+ 1)+ (Cx+ D)(z+ 1) =1,
x hatvanyai szerint rendezve
(1) (A+C)z* + (2A+B+20+ D)2*+ (2A+ B+ C+2D)x+ (A+ B+ D) = 1.

Eszerint a két oldalon x megfelel§ hatvanyai ugyanavval az egyiitthatoval kell szerepeljenek, és az x-et nem tartal-
maz6 tagoknak is egyenlSknek kell lenniiik:

(2) A + C =0,

(3) 2A+B+2C+ D =0,

(4) 2A+ B+ C 42D =0,

(5) A+ B + D =1

Vonjuk ki (3)-bol egyrészt (2) kétszeresét, masrészt (4)-et:

(6) B+ D=0,

(7) C—-D=0.

(5) és (6) alapjan A = 1, igy (2)-bol C = —1, (7)-bsl D = —1, végiil (6)-bol B = 1. Eszerint a kivant szamnégyes
létezik, és (1) igy lesz azonossag:
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Megjegyzés. Ugy is kaphatunk egyenletrendszert az A, B, C, D szamokra, (1')-b6l, ha z helyére megengedett (azaz
—1-t6l kiilonbozs) szamokat helyettesitiink. Konnyd a szamitas, ha kicsi abszolut értékd egész szamokat vesziink,
legyen x = 0, 1, 2 és —2 (négy egyenletre van sziikség):

(5) A+ B + D =1,
(8) 6A+3B+ 4C +4D =1,
9) 21A+7B+18C+9D =1,
(10) -3A+3B—- 2C + D=1.
Vonjuk ki (8)-bol (5) 4-szeresét, (9)-bol (5) 9-szeresét, és (10)-bdl (5)-6t:
(11) 2A—- B +4C = -3,
(12) 12A — 2B 4+ 18C = -8, azaz 6A—-B+9C = —4,
(13) —4A+2B—-2C = 0, azaz —2A+B- C= 0.

Adjuk hozza (13)-at (11)-hez és (12)-hoz: 3C' = —3, azaz C = —1,ill. 44 +8C = =44 -8 = —4, A =1, igy (13)-bol
B=C+2A=1¢és(5)-b6l D=—1.
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II. Megoldas. Ha (1) fennall, akkor

(14) A N Cx+D 1 B 1-B@E+z+1)
c+1 22+z+1 (2412024241 (@+1)? @+ @24+z+1)

Ehhez az kell, hogy a jobb oldal (x+ 1)(:102 +x+1)-gyel szorozva polinomma valjon, vagyis hogy egyszertsithets legyen
x + 1-gyel. A szamlalo akkor alakithato = + 1 és egy masik (els6foka) polinom szorzatava, ha értéke z = —1 esetén 0,
hiszen igy az = + 1 tényezs 0 lesz. Eszerint 1 — B -1 =0, B = 1. Valoban, igy (14) jobb oldala

—x(zx+1) B —x

(z+1)P2@24+z+1) (@E+D)@E2+z+1)




Hasonloan, (14) elsS tagjat a jobb oldalra vive

Cx+D -z A —r—A@@* +x+1)

].5 == — =
(15) 2+z+1 (z+D)(@2+z+1) z+1 (z+1D)@2+z+1)°

a jobb oldal szamlalojanak itt is 0-t kell adnia = —1 esetén, ebbdl A = 1. Ezzel (15) igy alakul

Cx+ D —(z% +22+1) —z—1

24+z+1 (z+D)(a24+z+1) 224z+1

ami akkor all fenn minden el6irt z-re, ha C = -1, D = —1.

Megjegyzés. Ez a megoldas ravilagit annak az okara is, hogy lehetséges alkalmas A, B, C, D értéket talalni. (A fent
nyert egyenletrendszerek ugyanis — és minden méas hasonléan nyerhet6 egyenletrendszer is — lehetnének ellentmondok.)



