L. A hatszog rendre az AB egyenes B, C', D', E’, F’ pontjai koriil fordul el 60-60°-kal — Hg kiils6 szogével —,
ahol AB = BC' = C'D' = D'E’ = E'F' = F'A’. Ekozben az A pont rendre az AAy, A1 Ay, AsAs, AzAy, ALA
iveken mozdul el. Meghiizva az ivdarabok mindegyik csatlakozasi pontjdhoz a 2-2 megfelel6 sugarat, ezek a kérdéses
T idomot 5 korcikkre és koztiik 4 hadromszogre daraboljak.

Az egymas utani haromszogek rendre egybevagok azokkal a haromszogekkel, amelyek Hg-ban keletkeznek, az AC,
AD, AFE atlokat megrajzolva, hiszen az elbbiek az utobb emlitettekbdl keletkeznek kells elforditassal, igy teriiletiik
Osszege egyenlsé Hg teriiletével, ¢-vel.

Ezek szerint a korcikkek sugara rendre egyenlé Hg-nak AB, AC, AD, AE, AF oldalaval, ill. atlojaval. Mindegyik
korcikk teriilete 1/6 része a vele egyenld sugarta kor teriiletének, ezért teriiletiik Gsszege kell§ csoportositassal és Hg
szabélyos voltat felhasznalva igy irhato:

%((BAQ + EA%) 4 (CA® + FA?) + DA?) = %(BEQ +CF? 4+ DA% = % . 3DA? =
=Z. (2r)? = 2mr?,
2
ahol DA/2 = r a Hg koré irt k kor sugara; ugyanis BE = CF = DA, mint Hg leghosszabb 4tloi, méas széval k atmérdi.
Ezzel a T idom minden egyes darabjat szamba vettiik, teriileteik Gsszege valoban t 4+ 2772, amint a feladat allitja.

II. Gorditsiink most 2n-oldala (n > 3, természetes szam) GoG1Ga . . . Go,—1 = Ha, szabélyos sokszoget a GoG1 = e
egyenesen Ugy, hogy az elsé elfordulas G; koriil térténjen, a tovabbiak rendre G, Gs, . .., Go,—1 egymas utdn adoédott
helyzete koriil. Legyen Gy helyzete az egymas utani elfordulasok utan Goi, Goz, - .., Go,2n—1. Az utols6 az e egyenesre
esik. Az elfordulas kozéppontja rendre az egyenes G, Gy, G5, ..., G, pontja, ahol GoG1 = G1Gy = GLGy = ... =
GY,,_1Go2n—1 a Ha, oldalhossztisaga, az elfordulés szoge pedig minden esetben Ha,, kiils6 szdge:
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a teljes sz0g 2n-ed része.
Osszekotve Gy minden kozbiilsG helyzetét azzal a két ponttal, amely koriili elforduldssal odaérkezett, ill. onnan
tovabbhaladt, a
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Go1G1, Go1Gy, GoaGy, GoaGs, ..., Goon—2Go,_o,  Go2n—2G5, 1

sugarak — szam szerint 2(2n — 2) sugar — a vizsgalando GoGo1, Go1Goz, - - ., Go,2n—2Go2n—1 egymashoz csatlakozo
ivek és a GoGo,2n—1, egyenesszakasz altal hatérolt T' idomot a szdmukndl 1-gyel t6bb részre daraboljak. A részek
koziill minden maéasodik rész korcikk, hiszen a berajzolt sugarak a masodiktol kezdve paronként egyenlék egymassal
és Hop-nek GoGo, G3Go, ..., Gn-1Go, GnGo, Gn41Go, - .., Gan_oGo atlojaval; az els6 és az utolso elfordulési sugar
pedig Hap-nek GoGy, ill. Ga,—1Go oldala. A korcikkek szama (2n — 2) + 1 = 2n — 1. Koztiik a Go1G1GY, Go2GLGY,
ey Goon—2Gh,_,Gh, 1 haromszogek keletkeztek, szamuk 2n — 2, ezek rendre elforditott helyzetei annak a 2n — 2
haromszognek, amelyek Hs,-ben keletkeznek a GoGa, GoGs, ..., GoGan—2 4tld megrajzolasa atjan.

Eszerint a T idomban keletkezett haromszogek teriiletének Gsszege egyenlé Ha, teriiletével, ezért a feladat alli-
tasdhoz mar csak azt kell belatnunk, hogy a korcikkek teriiletének Osszege 2-szer akkora, mint a Ha, koré irt k kor
teriilete. Legyen k sugara r. Minden egyes korcikk kozépponti szoge az egyszeri elfordulas 360°/2n szdge, igy teriilete
egyenls az elforduldsi r; sugarral irt kor teriiletének 1/2n részével, (m/2n) - r?-nel. Ezt kell tehat belatnunk:

%(Gng + GoG2 4 .+ Gap_oG? + Gy G2) = 2172,

vagyis hogy a Go-ba befuté 2 oldal és 2n — 3 4tlo négyzetosszege 4n - r> = n(2r)>.
A G, Gy atlé k-nak atmérsje, hossza 2r. A tovabbi 2n — 2 atlo négyzete alkalmas parokban ad (2r)%-et Gsszegiil,
egyiitt tehat a hatra levé (n — 1) - (2r)%-et. Egy parba kapcsoljuk azt a két atlot, melyek kiindulopontja egymés



tiikorképe Ha,-nek O kdzéppontjara nézve, vagyis G;Go-t és G, +;Go-t, aholi=1,2, ..., n—1 (tehat n+i=n+ 1,

n+2, ..., 2n—1). Igy valéban G;G} + G,4:Gg = G;G2 ., = (2r)?, hiszen i minden értékére G;G,,1:Go a k-ba beirt
derékszogl hdromszog. — Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
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Megjegyzések. 1. Ha,, esetére trigonometriai és goniometriai bizonyitas is adhato, az r; = G;Go = 2rsin(i-7)/2n és
sin?z = (1 — cos22)/2 sszefiiggésekbol kiindulva. A korcikkek teriiletének Gsszege (itt i =1, 2, ..., 2n — 1, de hozza
irhatjuk ¢ = 0-t is, mert igy r; = 0)

T g [(1—coso)+(1—cosf)+(1—cos2§>+...+ (1—COSM)] =

2n n n
(2n—1)m
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=27r cos(0 4 cos — + cos + ...+ cos
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A zarojelbeli 2n tag Osszege 0, mert a tagok az n + 1-ediktsl kezdve rendre egyenlSk az 1., 2., ..., n sorszamu tag
(—1)-szeresével, j =0,1,...,n— l-re
cosM = cos <7T+ ﬂ) = —cosﬂ.
n n n
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2. Azt is meg lehet mutatni, hogy az allitas paratlan oldalszamu szabalyos sokszog gorditése esetén is érvényes.

3. Az r sugara korbe irt szabalyos sokszog oldalainak szamat novelve teriilete né és egyre jobban megkozeliti k
teriiletét; igy kézenfekvs az a sejtés, hogy a kornek egyenesen vald gorditése esetén egy keriileti pont altal leirt vonal
— an. koézonséges ciklois — egy ive alatti teriilet egyenls a gorditett kor teriiletének 3-szorosaval.
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