I. Legyen az ABC haromszog AA;, BB; stulyvonala mint dtmérg folé irt kor kg, ill. ky, kézéppontjuk O, ill. O,
(kiilonbo6z6k, hiszen felezik a sulyvonalat, azok kozos pontja viszont harmadolja &ket). A C csicsbol akkor huzhato
a korokhoz érints, ha C-ben hegyesszog van. Ha ugyanis ACB< = 90°, akkor C' mindkét koroén rajta van, és ha
ACB< > 90°, akkor C-t mindkét kor a belsejében tartalmazza.

Ismeretes, hogy egy korhoz valamely kiils§ pontbol hiizott érintészakasz négyzete egyenld a pontbol indulé barmely
szel6 két szeletének a szorzataval, igy allitasunkat megfelels szelGk felhasznalasaval bizonyitjuk be.

Legyen az AC'B< hegyesszog és legyen A, ill. B vetiilete a CB, ill. C A egyenesen Ay, ill. By, Ha Ay és A; nem
azonos, akkor Ag-bol az AA; szakasz derékszog alatt latszik, tehat Ag rajta van kq-n, igy a BC' egyenes kq-t az Ay,
A; pontokban metszi. Ha pedig A és A; azonos, akkor AA; L BC, és BC érinti k,-t. Mindkét esetben igaz tehat,
hogy a C-bdl k,-hoz huzott érintGszakasz négyzete egyenls a C Ay - C' Ay szorzattal. — Hasonléan kapjuk, hogy a C-bél
kp-hez huzott érintészakasz négyzete egyenlé a CB; - C' By szorzattal.

Az AAGC, BByC haromszogek derékszogiiek és hasonlok, hiszen C-beli szogiik k6z6s. Emiatt

CA:CAy=CB: CBy,

tehat C'Ag - CB = CA- CBy, amibdl 2-vel vald osztassal kapjuk a bizonyitandé C Ay - CA; = CB; - C By egyenlGséget.

IT. Mivel egy korhoz valamely kiils6 pontbol hiizott e érintGszakasz meréleges az érintési ponthoz tartozé sugarra,
az altaluk meghatarozott derékszogl haromszog alapjan az érintGszakasz négyzete d> — r*-tel egyenls — ahol 7 a kor
sugara, és d a kiils6 pontnak a kor kozéppontjatol mért tavolsaga.

Legyen a kg, k, korok sugara 74, 75, és egy tetszés szerinti — mindkét kdrre nézve kiils6 — P pontnak az O,0;
egyenesen levs vetiilete P’. Akkor a P-bél hiizott érintszakaszok négyzete

e2=PP?+PO? -2 ill. & =PP?+PO}—r}

Ha P-t a PP’ egyenesen elmozditjuk P*-ba, akkor a fenti kifejezésekben csak a benniik kizosen felléps PP’ szakasz
hossza valtozik meg: P*P’-re, igy ha fennallt e, = e, akkor e = e is teljesiil, ahol e, e; a P*-bol htizott érintck
hossza. Esetiinkben tehat a C-n dtmend O,Op-re meréleges egyenesnek minden — a korokre nézve kiilsé — pontjabol a
két korhoz hiizott érintGszakaszok egyenlsk.

Mivel pedig O, is, Oy is egyenls tavol van az egymassal parhuzamos AB, A; By egyenesektdl, s igy 0,0, || AB,
azért a C-b6l 0,0p-re bocsatott merdleges azonos az ABC haromszognek C-bdl hizott magassagegyenesével.

Megmutatjuk, hogy — megforditva — ha a tetszés szerinti P pontbol a k,, kp korokhoz huzott érintGszakaszok
egyenlGk, akkor P rajta van a C-hez tartoz6 magassagegyenesen. Legyen C vetiilete az O, O, egyenesen Cy, P vetiilete
az 0,0, és CCy egyenesen P’ ill. P”, igy azt kell belatnunk, hogy P’ azonos Cy lal. A foltevés alapjan, a fentiek
felhasznalasaval

PP? + P'O? — 2 = PP? + PO} — 12,

masrészt P -re a fentiek szerint
P"C2 + CyO? — 12 = P'C2 + CyOF — 1.

Ezekbdl kivonassal, atrendezéssel és a PP’ = P"”(Cy egyenl6ségre tekintettel

(1) P'O% — P'O2 = CyO?2 — CyOZ.



Tegyiik fol, hogy BAC< < ABC< < 90°, amit — ha kell — az A, B bettik kezdeti folcserélésével elérhetiink. Ekkor
— mint kénnyen beladthaté — Cy az 0,0, szakasz K felez6pontjanak azon az oldalan van, mint Oy, vagy éppen K-
ban, CoO, > CyOp, (1) jobb oldala nem negativ, igy bal oldala sem, s emiatt P'O, > P'O;,, P’ ugyancsak a KO,
felegyenesen, vagy éppen K-ban van. Igy

PO, = KO, + P'K, PO, =|KO, — P'K|=|KO, — P'K|,
OOOa:KOa+OOK; OOOb:|KOa—CoK|,

ezeket (1)-be helyettesitve P'K = Co K, ami allitasunkat igazolja.

Osszefoglalva a fentieket, kimondhatjuk, hogy egy kiilsé P pontbol a k,, kj korokhoz hazott érintGszakaszok akkor
és csak akkor egyenlSk, ha P az ABC haromszog C' csucsdhoz tartozé magassagvonalan van.

Tobb dolgozatbdl, kiegészitésekkel

Megjegyzés. Egy adott korhoz és egy tetszéleges ponthoz tartozo d* — 2 kifejezés értékét az illetd pontnak az adott
korre vonatkozo hatvdnyanak nevezziik. A megoldas masodik felében végzett meggondolasok akkor is érvényesek, ha
a d? — r? kifejezés értéke 0 vagy negativ. Természetesen ebben az esetben a pont nem kiilsé pontja a kornek, igy nem
beszélhetiink érintérél; az viszont, hogy a d? —r? kifejezés értéke egyenls a ponton dtmend szeld szeleteinek a szorzataval,
ebben az esetben is igaz, ha a bels6 ponton atmend szelG szeleteit ellentétes elGjeltinek tekintjiik. Megallapitasunkat
tehat igy is kimondhatjuk: azoknak a pontoknak a meértani helye, melyeknek két adott korre vonatkoz6 hatvanya
egyenld, egy a korok centralisira mercéleges egyenes, szokasos nevén a két kor hatvdnyvonala. Ez az egyenes nyilvan
atmegy a korok kozos pontjan — ha van kdzos pontjuk —, mert a kdzos pont hatvanya mindkét korre nézve 0, vagyis
azonos a korok kozos huregyenesével, érintkezés esetén kozos érintGjiikkel. Ha nincs kézos pont, akkor a hatvanyvonal
egyik kort sem metszi.



