I. megoldas. a) Legyen az elSirasoknak megfelels ABC haromszog BC' oldalszakaszanak els¢ és harmadik ne-
gyedel$ pontja D, ill. E (DC = 3BD, BE = 3EC), és AB, AD, AF rendre egyenl$ az adott ¢, d, ill. e szakasszal
(1. abra). Hazzunk parhuzamost D-n at AE-vel, és messe ez AB-t F-ben. D harmadolja BE-t, igy F is harmadolja
BA-t, ezért egyrészt AF = 2¢/3, masrészt FD = AE/3 = e/3, igy az AF D haromszog oldalai megszerkeszthetSk az
adott szakaszokbol.

A 1. dbra

E haromszoget elGallitva, az A-bol induld, F' D-vel parhuzamosan huzott félegyenesre folmérjik e-t, ekkor DE és
AF metszéspontja megadja B-t, végiill BD-t folmérve BE-nek E-n tuli meghosszabbitasara, kapjuk C-t.

A szerkesztés szerint egyrészt AE = 3F D miatt AB =3 FB = FB+ 2¢/3, és igy FB = ¢/3, AB = ¢, méasrészt
ugyanigy BE = 3 - BD, ennélfogva BC = 4BD, végil AD = d, AE = e, tehat az ABC héromszog megfelel a
kovetelményeknek.

Az AF D haromszog létrejon, ha
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azaz ha [2c—e| <3d <2c+e.

E feltétel teljesiilése esetén 1 haromszoget kapunk.

b) Legyen a harom szakasz elGszor 6, 4 és 1 egységnyi. Koziilik ¢-t 3-féleképpen valaszthatjuk meg, d-t mindegyik
esetben a maradé szakaszok koziil 2-féleképpen, e pedig mindig a nem vélasztott szakasz lesz, tehat a kovetkez§ 3-2 = 6
szereposztast kell megvizsgalnunk:

c,d, e=6,4,1; 6,1, 4; 4,6, 1; 4, 1,6, 1,6, 4; 1,4, 6.

(1) csak az els6 és a negyedik esetben teljesiil, ebbdl a szakaszharmasboél 2 megoldast kapunk.

Hasonléan a 9, 6, 5 szakaszharmasbol 4 megoldéast kapunk, csak a ¢, d, e =6, 9, 5 és 5, 9, 6 szereposztasokban
nem teljesiil (1), vagyis amikor d-t probaljuk legnagyobbnak. Valoban, az ADB és ADFE héaromszogek egyike D-nél
tompaszogi, vagy mindketts derékszogi, ezért AD az AB és AFE szakaszok koziil legalabb az egyiknél kisebb. Eszerint
4-nél tobb megoldast sohasem kaphatunk.
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Megjegyzések. 1. A 2¢, 3d, e oldali haromszog megszerkesztésére jutunk pl. a kovetkezd gondolatmenettel: A
tiikorképét B-re A’-vel jeldlve az AA’E haromszogben EB sulyvonal, D stlypont, igy AD és A’E metszéspontjat
K-val, A tiikorképét K-ra A”-vel jelolve AK, mint stlyvonal (3/2) AD hossziséagu, ezért AA” = 2AK = 3AD, és az
AA' A" E paralelogrammébol A’A” = AE = e, tehat az AA’A” haromszog szerkeszthetd a 2¢, 3d, e oldalakbol.

2. A fenti megoldasra elvezet a kovetkezs elemzés is. Felvéve az AB = ¢ szakaszt, E az A koriili e sugara k koron
lesz. Mivel D a BE szakasz B-hez kozelebbi harmadol6 pontja, azért D-nek egy mértani helyét kapjuk, ha k-t B-bdl
mint kézéppontbol harmadara zsugoritjuk, legyen ez k’. D méasik mértani helye az A koriili d sugart kor. — Az igy
kapott BD szakaszt B-b6l 3-, ill. 4-szeresére nydjtva kapjuk E-t, ill. C-t.
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II. megoldas az a) részre (vazlat). Tovabb hasznaljuk a fenti A, B, C, D, E jeloléseket. A keresetthez hasonlo
A*B*C* haromszoget szerkesztiink, felhasznalva, Apolléniosz tételét [l — mely szerint a sik azon pontjainak mértani
helye, amelyek két adott ponttol mért tavolsagainak aranya allando (és 1-t6l kiilonbozs), kor —, azutén ezt a kivant
nagysagura transzformaljuk. Legyen a tetszés szerinti B*C™ szakasz els6 és harmadik negyedels pontja D*, ill. E*,
ekkor a kivant hasonlésig miatt

A*B* : A*D* = AB: AD =c: d, A*B* . A*E* =c: e,

!Lasd pl. Gallai T.-Hédi E.—Péter R.-Szabé P.—Tolnai J.: Matematika a gimn. I11. o. szdmara, 12. kiadas, Tankonyvkiad6, Bpest 1962.,
177. o.



tehat A* annak a két Apolloniosz-kornek, k1-nek és ko-nek a metszéspontja, melyek alappontjai és ardnymutatdja
(k1) : B*, D*, c:d(#1), il. (ko): B* E* c:e(#£1),
(ugyanis a feltevés szerint d # ¢ # e).
Nyilvanval6, hogy a két kornek a B*C* = a* egyenes szimmetriatengelye, ezért a*-nak az az X, Y pontpéarja,
amelyre
XB*:XD*=YB*:YD"=c:d

(X a B*D* szakasz belsejében, Y pedig kiviil rajta), ki1-nek egy atmérGjét adja meg, és ezzel maga ki is meg van
hatarozva. A szerkesztés (2. dbra):

2. dbra

Egy a* egyenes egymas utani B*, D*, E*, C* pontjat ugy vessziik fel, hogy B*D* = E*C* és D*E* =2B*D*. Az
els6 harom ponton at egyméssal parhuzamos egyeneseket vesziink fel, majd rendre felmérjiik rajuk a

B*B'=¢, D'D'=D'D"=d, E‘E =E‘E'=e¢

szakaszokat (B’, D', E' az a* egyik partjan, D", E” a masikon; mérhetiink természetesen tc, td, te szakaszt, ahol ¢ > 0,
tetszés szerinti szdm). Ekkor a fenti X-et a B'D”, Y-t a B'D’ egyenes metszi ki a*-bol, ko megfelels atmérsjének Z,
U végpontjait pedig hasonléan B'E”, B'E’. ky és ko egyik metszéspontjabol, A*-bol kiindulva félegyeneseket hizunk
B*-on és C*-on at, az el6bbire felmérjiik az A*B = ¢ szakaszt, B-n 4t meghizzuk az a*-gal parhuzamos a egyenest.
Ekkor a és A*C™ metszéspontjat C-vel jelolve az A* BC haromszog megfelel a kovetelményeknek. — Ennek bizonyitésat
helysziike miatt az olvaséra hagyjuk, valamint annak vizsgalatat is, mely feltételek esetén van ki-nek és ko-nek a*-on
kiviil A™ k6z6s pontja, vagyis a feladatnak megoldasa.
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